
کلاسیکالکترودینامیک

1لرانفرهنگ

اصفهانصنعتیدانش گاهف�زیک،دانش کده ی

١۴٠٣پاییز

1 loran@iut.ac.ir



فھرست

۱—--------------------------------------مقدمه
۶—--------------------------------برداریحساب

۱۸----------------------------ماکسولمعادله های

۴۰----------------------------نورشکستوباز�اب



مقدمھ

ناصفرجرمبهذره ایکه�ی آموزیمن�و�نیمکانیکاز
جهانکنیمفرض�ی کند.حرکتن�روها�اث�رتحتچه گونه

شدهساخ�هالکترون هاوهس�ه ازهماتمهرواتم هااز
رف�اربگ�ریم،نادیدهرایک دیگربرالکترون هااثراگراست.

تع��ن�ی کندواردآنبههس�هکهن�رو�یباالکترونهر
فضایکه�ی کنیمفرضن�روا�نتوصیفبرای�ی شود.

مغناطیسیمیدانوالکتریکیمیدانازآکندههس�هاطراف

برداردو،مکانبرداربافضاازنقطههربهیعنیاست. 𝑥
→

میداننماینده یکه�ی دهیمنسبتو 𝐸
→

(𝑥
→

)𝐵
→

(𝑥
→

)𝐸
→

(𝑥
→

)

مغناطیسیمیداننماینده یونقطه یدرالکتریکی 𝑥
→

𝐵
→

(𝑥
→

)

باروناصفرجرمبهذره ایراالکتروناگراست.نقطهآندر
درکهلحظه ایدرآن، برواردن�رویبدانیم،الکتریکی 𝑞

�ی شود.دادهلورنتسرابطه یبادارد، قرارنقطه ی 𝑥
→

𝑒

𝐹
→

(𝑥
→

𝑒
) = 𝑞𝐸

→
(𝑥

→

𝑒
) + 𝑞𝑣

→

𝑒
× 𝐵

→
(𝑥

→

𝑒
).

است.الکترونلحظه ایسرعترابطه،ا�ندر 𝑣
→

𝑒
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والکتریکیمیدان هایدینامیکمطالعه یمادرسموضوع
�ی شود.دادهماکسولمعادله هایباکهاستمغناطیسی

میدانواسکالرمیدانبردار،اسکالر،کمیتتعریفازدرس
تعریفهم چن�ن�ی شود.آغازیکفصلدربرداری

)،(د�ورژانس،واگرا�ی)،(گرادیان،شیبعمل گرهای ∇∇ ·

�ی کنیم.یادآوریرالاپلاسیعمل گرو)(کرل،�او ∇ ×∇2

ا�ندر�ی کنیم.بررسیراماکسولمعادله هایدومفصلدر
مداری�کانه یوخطی�کانه یانرژی،مفهومسهبابخش

که�ی بینیمو�ی شویمآشناالکترومغناطیسیمیدان های
همدرموجیحرکتیدرمغناطیسی،والکتریکیمیدان های
است.«الکترومغناطیسی»موجهماننور�رتوو�ی آم�زند

�ی شود،توصیفن�و�نیمکانیکدرکهصوتیموجخلافبر
و�ی شودمنتشرهمت�یفضایدرالکترومغناطیسیموج

2است.مس�قلناظرازآنانتشارسرعت

مطالعهرانورشکستوباز�ابقانون هایسومفصلدر
�ی کنیم.

برایراهونیستبرقرارگالیلهنسبیتکهدریافتیممشاهدها�ناز2
شد.گشودهاینشت�نخاصنسبیتپذ�رشوکشف
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والکتریکیچندقط�ی هایوالکتریکیبارهایچهارمفصلدر
برداریعمل گرهایشکلبا�ی  کنیم.مطالعهرامغناطیسی

(�ابع)توز�عباهم چن�نوقط�ی-کروی،مختصه هایدر
بخش،ا�ندرمااصلیهدف�ی شویم.آشناد�راکدل�ای

مغناطیسیوالکتریکیمیدان هایتوصیفومحاسبه
استبرداریپ�انس�لواسکالرپ�انس�لحسببر«ایس�ا»

با�واسونمعادله ینظ�رِ گر�ن�ابعهممااصلیابزارو
بود.خواهدنویمانمرزیشرطود�ریکلهمرزیشرط

حسببرراماکسولمعادله هایپنجم، فصلدر
�ی کنیم،بازنویسیبرداریپ�انس�لوالکتریکیپ�انس�ل های

عمل گرنظ�رگر�ن�ابع�ی آموزیم،را�یمانه ایآزادیمفهوم
ازالکترومغناطیسیامواج�ابشو�ی آوریمدستبهراموج

بابخشا�ن�ی کنیم.مطالعهراش�اب دارالکتریکیبارهای
�ی رسد.پایانبهآسمانآ�یرنگبرایرایلیتوض�ح

خاصنسبیتچارچوبدرراماکسولنظریه یآخر،فصلدر
�ی کنیم.بازنویسیاینشت�ن

ک�ابد�راک،دل�ایتوز�عوبرداریحساببرایاصلیمرجع
درسدرکهاستآرفکنف�زیکدرریاضیروش های
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�ی شود.تدریسکارشناسیدوره ییک»«ریاضی ف�زیک
ک�اب۶فصلازبخش ها�یپایه یبردومفصل

فصلاست.شدهنوش�هجکسونکلاسیکالکترودینامیک
موضوعولیاستک�ابهمان۷فصلازبرگرف�ههمسوم

ک�ابجملهازکارشناسیدوره یدرسیک�اب هایدرآن
ازبرگرف�هچهارمفصلاست.آمدههممیلفوردوریتس

برپنجمفصلاست.جکسونک�اب�۵ا۱فصل های
ک�ابهمان۱۱فصلبرهمآخرفصلو۹و۶فصل های

است.استوار

باهم گام۱۴۰۳پا��زترمطولدردرس نامها�ناولنسخه ی
درس نامها�نمحتوایشد.خواهدنوش�هدرسکلاس
است.تمر�ن هاوتوضیحاتپاره ایومطالبسرخطشامل
دانش جویانکهاستآندرس نامها�ننوشتنازهدف
رو�یشهف�ه یدرسموضوعازکلاس،درحضوراز�یش
آورند.یادبهرااصلینک�ه هایآن،بازخوانیباوباشند، آگاه
برایراه نما�یودرسازچکیده ایصرفادرس نامه،ا�ن

وک�اب مطالعه یجای گز�نآن،مطالعه یواستمطالعه
نیست.درسکلاسدرحضور
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برداریحساب.١
واسکالرمیدانبردار،اسکالر،کمیتتعریففصلا�ندر

واگرا�ی)،(گرادیان،شیبعمل گرهایوبرداری،میدان ∇

رالاپلاسیعمل گرو)(کرل،�او)(د�ورژانس، ∇ ·∇ ×∇2

�ی کنیم.یادآوری

اقلیدسیفضای
مختصه هایدست گاهباراآنو�ی گ�ریمبعدیسهرافضا

مختصه هایبانقطههر�ی کنیم.توصیفدکارتی

�ی شود:دادهچونمکانیبرداربا (𝑥
1
, 𝑥

2
, 𝑥

3
)𝑥

→

𝑥
→

= 𝑥
𝑖
𝑒
^

𝑖
.

بهراجمعنماد«ننوشتن» دراینشت�نقراردادرابطه،ا�ندر
همه یرویجمعمعنایبهاندیسروی�کراربرده ایم:کار 𝑖

یعنیاستآنمجازمقدارهای

𝑥
→

=
𝑖=1

3

∑ 𝑥
𝑖
𝑒
^

𝑖
.

است.محورراس�ایدریکهبردارنماد 𝑒
^

𝑖
𝑥

𝑖
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داخلیضرب
�ی شود:دادهز�ردستوربایکهبردارهایداخلیضرب

𝑒
^

𝑖
· 𝑒

^

𝑗
: = δ

𝑖𝑗
.

درایه هایاست.کرونکردل�اینمادرابطها�ندر δ
𝑖𝑗

δ
𝑖𝑗

برایآنمقدار�ی دهد؛نشانراهمانیماتریس 3 × 3

است.صفربابرابربرایویکبابرابر 𝑖 = 𝑗𝑖 ≠ 𝑗

دوران

استیکهبردارهایرویخطیتبدیلیدوران 𝑅: 𝑒
^

𝑖
→ 𝑒

^

𝑖
'

عددنهبادورانهرشود.حفظداخلیضربکهطوری
�ی شود.دادهحقیقی 𝑎

𝑖𝑗

𝑒
^

𝑖
': = 𝑎

𝑖𝑗
𝑒
^

𝑗
 ,          𝑒

^

𝑖
' · 𝑒

^

𝑗
' = δ

𝑖𝑗
.  

کهکنیمتوجهرابطها�نتحل�لبرای

𝑒
^

𝑖
' · 𝑒

^

𝑗
' = 𝑎

𝑖𝑘
𝑎

𝑗𝑙
𝑒
^

𝑘
· 𝑒

^

𝑙
= 𝑎

𝑖𝑘
𝑎

𝑗𝑘
.

کهآن جاازهس�ند.ماتریسدرایه هایکهکنیمفرض 𝑎
𝑖𝑘

𝐴

بالادرخواستاست،همانیماتریسدرایه هایهم δ
𝑖𝑗

𝐼
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ز�رصورتبهخطی)تبد�لازپسداخلیضرب(حفظ
�ی شود.بازنویسی

𝐴𝐴𝑇 = 𝐼.

رابطها�نازاست.ماتریسترانهاده ی،ماتریس 𝐴𝑇𝐴

باآنوارونواستوارون پذ�رماتریسکه�ی آموزیم 𝐴

مربعکه�ی آموزیمهم چن�ن�ی شود.دادهشترانهاده
بابرابردترمیناناگراست.یکبابرابرماتریسدترمینان 𝐴𝐴

نشاننمادباو�ی نامیمدورانماتریسراآنباشدیک 𝑅

�ی دهیم.

خارجیضرب
�ی شود:دادهز�ردستوربایکهبردارهایخارجیضرب

𝑒
^

𝑖
× 𝑒

^

𝑗
: = ϵ

𝑖𝑗𝑘
𝑒
^

𝑘
.

اگر، بااستبرابرلوی-چوی�انماد ϵ
𝑖𝑗𝑘

1

(𝑖, 𝑗, 𝑘) ∈ (1, 2, 3),  (2, 3, 1),  (3, 1, 2){ },

اگر، بااستبرابر − 1( )

(𝑖, 𝑗, 𝑘) ∈ (1, 3, 2),  (3, 2, 1),  (2, 1, 3){ },
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است.صفرمواردسا�ردرو

3ماتریس هایدترمینانتعریفدرلوی-چوی�انماد × 3

م�لا�ی رود.کاربههم

𝑑𝑒𝑡 𝑅 = ϵ
𝑖𝑗𝑘

𝑎
1𝑖

𝑎
2𝑗

𝑎
3𝑘

.

𝐵𝐴𝐶:قاعده ی − 𝐶𝐴𝐵

ϵ
𝑖𝑗𝑘

ϵ
𝑙𝑚𝑘

= δ
𝑖𝑙

δ
𝑗𝑚

− δ
𝑖𝑚

δ
𝑗𝑙

.

بردار
بردارهایازخطیترکیبصورتبهبتوانیمکهراکمیتیهر
ن�روین�و�نی،مکانیکدرم�لا�ی نامیم.برداربنویسم،یکه

دکارتی،مختصه هایدست گاههردرکهچرااستبردار 𝑓
→

.کهطوریبهداردوجودعددسه (𝑓
1
, 𝑓

2
, 𝑓

3
)𝑓

→
= 𝑓

𝑖
𝑒
^

𝑖

دریافتنبرای�ی شوند.عوضدورانز�ربردارهامئلفه های
کهکنیدفرضموضوعا�ن

𝑓
→

= 𝑓
𝑖
𝑒
^

𝑖
= 𝑓'

𝑖
𝑒
^

𝑖
'.

پس

𝑓'
𝑖

= 𝑓
→

· 𝑒
^

𝑖
' = 𝑓

𝑗
𝑒
^

𝑗
· 𝑒

^

𝑖
' = 𝑓

𝑗
𝑎

𝑖𝑗
.
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گویاتربنویسیمماتریسیضربصورتبهرارابطها�ناگر

وستونیماتریس هایاست. 𝐹: = (𝑓
1
, 𝑓

2
, 𝑓

3
)𝑇

ماتریسدوهربگ�رید.نظردررا 𝐹': = (𝑓'
1
, 𝑓'

2
, 𝑓'

3
)𝑇

دررابردارا�نآن هاهس�ند.بردارنظ�ر،وستونی 𝐹𝐹'𝑓
→

که�ی بینیم�ی دهند.نمایشودکارتیدست گاه 𝑒
^

𝑖
𝑒
^

𝑖
'

𝐹' = 𝑅𝐹.

بردارطول

�ی شود،دادهنشاننمادباکهبردارهرطول 𝑉
→

= 𝑉
𝑖
𝑒
^

𝑖
𝑉
→| |

�ی شود.تعریفز�ررابطه یبا

𝑉
→| |: = 𝑉

→
· 𝑉

→
 = 𝑉

𝑖
𝑉

𝑗
δ

𝑖𝑗
=

𝑖=1

3

∑ 𝑉
𝑖
2( )

1
2

 .

است.یکبابرابریکه یبردارهایطولتعریف،ا�نبا 𝑒
^

𝑖

بردارھاخارجیضربوداخلیضربجمع،
وبرداردوخارجیضربوداخلیضربجمع،  𝐴

→
= 𝐴

𝑖
𝑒

𝑖

^

�ی شود.تعریفز�ررابطه  هایبا 𝐵
→

= 𝐵
𝑖
𝑒

𝑖

^
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𝐴
→

+ 𝐵
→

: = (𝐴
𝑖

+ 𝐵
𝑖
) 𝑒

^

𝑖
 ,

𝐴
→

· 𝐵
→

: = 𝐴
𝑖
𝐵

𝑗
δ

𝑖𝑗
= 𝐴

𝑖
𝐵

𝑖
,

  𝐴
→

× 𝐵
→

: = 𝐴
𝑖
𝐵

𝑗
𝑒
^

𝑖
× 𝑒

^

𝑗
= ϵ

𝑖𝑗𝑘
𝐴

𝑖
𝐵

𝑗
𝑒
^

𝑘
.

دورتبھ تانسور
�ی شوددادهمقدارنهباکهاستکمیتیدو،رتبه �انسور 𝑇

𝑖𝑗

تغ��رز�ردستوربامقدارنها�ندورانز�رکهطوریبه
کنند.

𝑇'
𝑖𝑗

= 𝑎
𝑖𝑚

𝑎
𝑗𝑛

𝑇
𝑚𝑛

.

دستوربا�ی توانیموبرداردواز 𝐴
→

= 𝐴
𝑖
𝑒

𝑖

^
𝐵
→

= 𝐵
𝑖
𝑒

𝑖

^

بسازیم.دورتبه�انسور 𝑇
𝑖𝑗

: = 𝐴
𝑖
𝐵

𝑗

سھرتبھ تانسور
مقدارهفتوبیستباکهاستکمیتیسه،رتبه �انسور

تغ��رز�ردستوربادورانز�رکهطوریبه�ی شودداده 𝑇
𝑖𝑗𝑘

کنند.
𝑇'

𝑖𝑗𝑘
= 𝑎

𝑖𝑚
𝑎

𝑗𝑛
𝑎

𝑘𝑝
𝑇

𝑚𝑛𝑝
.
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با�ی توانیمو،بردارسهاز 𝐴
→

= 𝐴
𝑖
𝑒

𝑖

^
𝐵
→

= 𝐵
𝑖
𝑒

𝑖

^
𝐶
→

= 𝐶
𝑖
𝑒

𝑖

^

بسازیم.سهرتبه�انسوردستور 𝑇
𝑖𝑗𝑘

: = 𝐴
𝑖
𝐵

𝑗
𝐶

𝑘

برکهچرااستسهمرتبه یاز�انسوریلوی-چوی�انماد
𝑑𝑒𝑡 𝑅کها�نبهتوجهباودترمینانتعریفط�ق = 1

داریم

ϵ
𝑙𝑚𝑛

𝑎
𝑙𝑟

𝑎
𝑚𝑝

𝑎
𝑛𝑞

= ϵ
𝑟𝑝𝑞

𝑑𝑒𝑡 𝑅 = ϵ
𝑟𝑝𝑞

.

اسکالرمیدان
عددیمختصه هایبافضانقطه یهربهکنیدفرض 𝑥

𝑖

هوادمایم�لادهیم.نمایشباراآنوبدهیمنسبت ϕ(𝑥
𝑖
)

است.میدانهماست.میدان 𝑋
1
(𝑥

𝑖
): = 𝑥

1

بهنقطههرمختصه های،ماتریسبادورانز�ر 𝑅

دوران،همانز�رکهکنیدفرض�ی شود.تبد�ل 𝑥'
𝑖

= 𝑎
𝑖𝑗

𝑥
𝑗

اگر�ی شود.تبد�لکمیتبههمکمیت ϕϕ'

ϕ'(𝑥'
𝑖
) = ϕ(𝑥

𝑖
),

نقطههربهکهعددیکهچرااستاسکالرکمیتیآن گاه ϕ

م�لااست.نکردهتغ��ردورانز�رشدهدادهنسبتفضااز
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اسکالرکمیتیمیدانامااستاسکالرکمیتیهوادمای 𝑋
1

نیست.

برداریمیدان
مختصه هایبافضانقطه یهربه،برداریمیدان 𝑉

→
(𝑥

𝑖
)𝑥

𝑖

ماتریسبادورانز�رکهاستروشن�ی دهد.نسبتبرداری
�ی کنند.تغ��رز�رشکلبهآنمئلفه های، 𝑅

𝑉
𝑗
'(𝑥'

𝑖
) = 𝑎

𝑗𝑘
𝑉

𝑘
(𝑥

𝑖
).

(گرادیان)شیب
آن گاهاست.اسکالرمیدانیکنیدفرض ϕ

∇ϕ: = ∂
𝑖
ϕ 𝑒

^

𝑖
 ,              ∂

𝑖
: = ∂

∂𝑥
𝑖

کهچرااستبرداریمیدان

∂'
𝑗
ϕ'(𝑥'

𝑖
) = ∂'

𝑗
ϕ(𝑥

𝑖
) =

∂𝑥
𝑘

∂𝑥'
𝑗
∂

𝑘
ϕ(𝑥

𝑖
) = 𝑎

𝑗𝑘
∂

𝑘
ϕ(𝑥

𝑖
).

کهکرده ایمتوجهتساویآخر�نآوردندستبهدر

𝑥
𝑘

= 𝑅𝑇( )𝑘𝑗
𝑥'

𝑗
= 𝑎

𝑗𝑘
𝑥'

𝑗
.
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(دیورژانس)واگرایی
آن گاهاست.برداریمیدانیکنیدفرض 𝑉

→

∇ · 𝑉
→

: = ∂
𝑖
𝑉

𝑖
 ,

ز�رااستاسکالرمیدان

∂'
𝑗
𝑉'

𝑗
(𝑥'

𝑖
) =

∂𝑥
𝑘

∂𝑥'
𝑗
∂

𝑘
𝑎

𝑗𝑙
𝑉

𝑙
(𝑥

𝑖
)( ) = 𝑎

𝑗𝑘
𝑎

𝑗𝑙
∂

𝑘
𝑉

𝑙
(𝑥

𝑖
) = ∂

𝑘
𝑉

𝑘
(𝑥

𝑖
).

(کرل)تاو
آن گاهاست.برداریمیدانیکنیدفرض 𝑉

→

∇ × 𝑉
→

: = 𝑊
𝑘
 𝑒

𝑘

^
 ,        𝑊

𝑘
: = ϵ

𝑖𝑗𝑘
∂

𝑖
𝑉

𝑗
 ,

�ی کنیمتوجهموضوعا�ناثباتبرایاست.برداریمیدان
که

𝑊'
𝑘
(𝑥'

𝑖
) = ϵ

𝑗𝑚𝑛
∂'

𝑚
𝑉'

𝑛
(𝑥'

𝑖
) = ϵ

𝑗𝑚𝑛

∂𝑥
𝑝

∂𝑥'
𝑚

∂
𝑝

𝑎
𝑛𝑞

𝑉
𝑞
(𝑥

𝑖
)( ) 

= ϵ
𝑗𝑚𝑛

𝑎
𝑚𝑝

𝑎
𝑛𝑞( )∂

𝑝
𝑉

𝑞
(𝑥

𝑖
).

که�ی دانیم
ϵ

𝑗𝑚𝑛
𝑎

𝑚𝑝
𝑎

𝑛𝑞
= δ

𝑗𝑙
ϵ

𝑙𝑚𝑛
𝑎

𝑚𝑝
𝑎

𝑛𝑞

                               = 𝑎
𝑗𝑟

𝑎
𝑙𝑟( )ϵ

𝑙𝑚𝑛
𝑎

𝑚𝑝
𝑎

𝑛𝑞

                            = 𝑎
𝑗𝑟

ϵ
𝑙𝑚𝑛

𝑎
𝑙𝑟

𝑎
𝑚𝑝

𝑎
𝑛𝑞
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          = 𝑎
𝑗𝑟

ϵ
𝑟𝑝𝑞

.

لوی-چوی�انمادکهکرده ایمتوجهآخرتساوینوشتندر
پساست.سهرتبه ی�انسور

𝑊'
𝑘
(𝑥'

𝑖
) =𝑎

𝑗𝑟
ϵ

𝑟𝑝𝑞
∂

𝑝
𝑉

𝑞
(𝑥

𝑖
)[ ] = 𝑎

𝑗𝑟
𝑊

𝑟
(𝑥

𝑖
).

لاپلاسی
است.برداریمیدانیواسکالرمیدانیکنیدفرض ϕ𝑉

→

∇2ϕ: = ∇ · (∇ϕ) = δ
𝑖𝑗

∂
𝑖
∂

𝑗
ϕ =

𝑖=1

3

∑ ∂
𝑖
2( )ϕ.

∇2𝑉
→

: = ∇ ∇ · 𝑉
→( ) − ∇ × ∇ × 𝑉

→( ).

یکهبردارهایآندرکهدکارتیمختصه هایدست گاهدر
نیس�ند،مکان�ابع

∇2𝑉
→( )𝑗

: = 𝑒
^

𝑗
· ∇2𝑉

→
=

𝑖=1

3

∑ ∂
𝑖
2( )𝑉

𝑗
 .

�ی کنیم:استفادهBAC-CABاتحادازرابطها�ناثباتبرای

∇ × ∇ × 𝑉
→( )[ ]𝑖

= ϵ
𝑖𝑗𝑘

∂
𝑗

ϵ
𝑘𝑙𝑚

(∂
𝑙
𝑉

𝑚
)[ ]

                                      = δ
𝑖𝑙

δ
𝑗𝑚

− δ
𝑖𝑚

δ
𝑗𝑙( )∂

𝑗
∂

𝑙
𝑉

𝑚

.= ∂
𝑖
∇ · 𝑉

→
−

𝑗=1

3

∑ ∂
𝑗
2( )𝑉

𝑖
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تمرین .
همانیماتریسبگ�رید.نظردرراماتریس.1 𝑃: =− 𝐼𝐼

است؟دورانآیا.دهیدنشاناست. 𝑃𝑃𝑇 = 𝐼𝑃

دهیدنشانوبرداردوبرای.2 𝐴
→

= 𝐴
𝑖
𝑒

𝑖

^
𝐵
→

= 𝐵
𝑖
𝑒

𝑖

^

a.است.بردارآن هاجمع
b.است.اسکالرآن هاداخلیضرب
c.است.بردارآن هاخارجیضرب

دهیدنشاناند.اسکالرمیدانوکنیدفرض.3 ϕ
1

ϕ
2

a.است.اسکالرحاصل ضرب ϕ
1
ϕ

2

b.∇(ϕ
1
ϕ

2
) = ϕ

2
∇ϕ

1
+ ϕ

1
∇ϕ

2
 

است.برداریمیدانیواسکالرمیدانیکنیدفرض.4 ϕ𝑉
→

دهیدنشان

a.است.بردارحاصل ضرب ϕ𝑉
→

b.∇ · ϕ𝑉
→( ) = ∇ϕ · 𝑉

→
+ ϕ∇ · 𝑉 

→

c.∇ × ϕ𝑉
→( ) = ∇ϕ × 𝑉

→
+ ϕ∇ × 𝑉 

→

𝑞نقطه ایبارنظ�رالکتریکیپ�انس�لمیدان.5 = 4πϵ
0

رابطه یبااستنشس�همختصه هامبدءدرکه
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راآنلاپلاسیوگرادیان�ی شود.داده ϕ(𝑥
𝑖
): = 𝑥

→| |
−1

کنید.حساب
الکتریکیدوقط�ینظ�رالکتریکیپ�انس�لمیدان.6

بااستنشس�همختصه هامبدءدرکه 𝑝
→

= 4πϵ
0
𝑝
→

0

برداری�ی شود.دادهرابطه ی ϕ(𝑥
𝑖
): = 𝑥

→| |
−3

𝑝
→

0
· 𝑥

→
𝑝
→

0

کنید.حسابراآنلاپلاسیوگرادیاناست.�ابت
برداریمیدانلاپلاسیوواگرا�ی�او،.7

�ابتبرداریکنید.حسابرا 𝐴
→

: = 𝑥
→| |

−3
𝑚
→

× 𝑥
→( )𝑚

→

است.
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ماکسولمعادلھ ھای.٢
سهبا�ی کنیم.بررسیراماکسولمعادله هایفصلا�ندر

میدان هایمداری�کانه یوخطی�کانه یانرژی،مفهوم
میدان هایدینامیک�ی شویم.آشناالکترومغناطیسی

جریان هایوبارهاازت�یفضایدرمغناطیسیوالکتریکی
درمیدان هاا�نکه�ی بینیمو�ی کنیمبررسیراالکتریکی

موجهماننور�رتو�ی آم�زند؛همدرموجیحرکتی
فضایدرنورانتشارسرعتواست«الکترومغناطیسی»

است.مس�قلناظرازت�ی،

مادیمحیطدرالکترومغناطیس
ازچشم �وشیبایعنی،3بزرگ-مقیاسدرماکسولقانون های

�ی شود.دادهز�ررابطه یچهارباماده،ساخ�ار

∇. 𝐵
→

(𝑥
→

, 𝑡) = 0,

∇ × 𝐸
→

(𝑥
→

, 𝑡) + ∂
∂𝑡 𝐵

→
(𝑥

→
, 𝑡) = 0

→
,

∇. 𝐷
→

(𝑥
→

, 𝑡) = ρ(𝑥
→

, 𝑡),

3 Macroscopic Electromagnetism
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∇ × 𝐻
→

(𝑥
→

, 𝑡) − ∂
∂𝑡 𝐷

→
(𝑥

→
, 𝑡) = 𝐽

→
(𝑥

→
, 𝑡).

میدانرامیدانوالکتریکیجابه جا�یمیدانرامیدان 𝐷
→

𝐻
→

هموالکتریکیبارچگالی�4ی نامند.مغناطیسیشدت ρ𝐽
→

ماکسولمعادله هایحلبرایاست.الکتریکیجریانچگالی
اولمعادله یکنیم.آغازنخستمعادله یدواز�ی توانیم

برداری)پ�انس�لنام(بهچونبرداریمیدانیکه�ی گوید 𝐴
→

کهطوریبههست

𝐵
→

(𝑥
→

, 𝑡) = ∇ × 𝐴
→

(𝑥
→

, 𝑡).

شناخ�هفارادیالقایقانوننامبهکههمدوممعادله ی
پ�انس�لنام(بهچوناسکالرمیدانی�ی گوید�ی شود ϕ

کهجوریهستاسکالر)

𝐸
→

(𝑥
→

, 𝑡) =− ∇ϕ(𝑥
→

,  𝑡) − ∂
∂𝑡 𝐴

→
(𝑥

→
, 𝑡).

وگاوسقانونازتعمی�ی(کهبعدیمعادله یدوحلبرای

راومیدانباوب�نرابطه یبایداند)آم�رقانون 𝐷
→

𝐻
→

𝐸
→

𝐵
→

وابس�همحیطمادیو�ژه گی هایبهکهرابطها�نبدانیم.

�ی نامد.مغناطیسیالقایراBومغناطیسیمیدانراHجکسون4
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پدیده ی5است.شگفتیازسرشارو�یچیدهاست،
است.آشنام�الیرنگ�ن کمان

پیوستھ گیمعادلھ ی
قانون(تعمیم)ازکها�نبهتوجهبا ∇. ∇ × 𝐻

→
(𝑥

→
, 𝑡)[ ] = 0

چگالی��وس�ه گیمعادله یبهگوسقانون(تعمیم)وآم�ر
�ی رسیم.الکتریکیجریانچگالیوبار

∇ · 𝐽
→
(𝑥

→
, 𝑡) + ∂

∂𝑡 ρ(𝑥
→

, 𝑡) = 0.

6لورنتسنیروی

بانقطه یازکهالکتریکیبارباذره ایبرواردن�روی 𝑞𝑥
→

�ی شود.دادهرابطها�نبا�ی گذردلحظه ایسرعت 𝑣
→

𝐹
→

(𝑥
→

) = 𝑞𝐸
→

(𝑥
→

) + 𝑞𝑣
→

× 𝐵
→

(𝑥
→

).

است.�کانهتغ��رآهنگن�رو،●
بانقطه یبهنسبتذرهمداری�کانه یتغ��رآهنگ● 𝑂

بااستبرابرمکانبردار 𝑥
→

𝑂

6 Lorentz force

ببینید.راجکسونک�ابمقدمه یاز۴بخش5
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𝑑
𝑑𝑡 𝐿

→

𝑂
: = 𝑥

→
− 𝑥

→

𝑂( ) × 𝐹
→

(𝑥
→

).

درذرهمکانیکیانرژیتغ��روکارانجامآهنگتوان،●

�ی شود.دادهباکهاستزمان 𝐹
→

· 𝑣
→

= 𝑞𝑣
→

· 𝐸
→

نقطه یگردحجمبهفضاازکوچکیبسیاربخش ∆𝑉𝑥
→

لحظه یدرکهاستذرهتعدادیشاملکهبگ�ریدنظردررا

�ی کنند.حرکتسرعتباکمابیشهمه گی 𝑡𝑣
→

(𝑥
→

, 𝑡)

ا�نبه�ی دهیم.نشانباراآن هاالکتریکیبارمجموع ∆𝑄

الکتریکیجریانچگالیوالکتریکیبارچگالیفضاازناحیه ρ

�ی دهیم.نسبت 𝐽
→

.ρ(𝑥
→

, 𝑡): =
∆𝑉→0
lim ∆𝑄

∆𝑉 ,             𝐽
→
(𝑥

→
, 𝑡): = ρ(𝑥

→
, 𝑡) 𝑣

→
(𝑥

→
, 𝑡)

�ی شود،واردفضاازناحیها�نبهکهلورنتسین�رویپس
�ی شوددادهز�رعبارتباحددر ∆𝑉 → 0

𝐹
→

(𝑥
→

, 𝑡) = ρ(𝑥
→

, 𝑡) 𝐸
→

(𝑥
→

, 𝑡) + 𝐽
→
(𝑥

→
, 𝑡) × 𝐵

→
(𝑥

→
, 𝑡)[ ]∆𝑉,

برابرحجمواحددرباردارذره های�کانه یتغ��رآهنگو
بااست

ρ(𝑥
→

, 𝑡) 𝐸
→

(𝑥
→

, 𝑡) + 𝐽
→
(𝑥

→
, 𝑡) × 𝐵

→
(𝑥

→
, 𝑡).
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�ی شود.دادهز�ررابطه یباهمحجمواحددرتوان

ρ(𝑥
→

, 𝑡) 𝐸
→

(𝑥
→

, 𝑡) · 𝑣
→

(𝑥
→

, 𝑡) = 𝐽
→
(𝑥

→
, 𝑡) · 𝐸

→
(𝑥

→
, 𝑡).

7پوینتینگقضیھ ی

وهردرکه�ی دانیمآم�رقانون(تعمیم)از 𝑥
→

𝑡

𝐽
→

= ∇ × 𝐻
→

− ∂
∂𝑡 𝐷

→
.

بااستبرابرحجمواحددرتوانپس

𝐽
→

· 𝐸
→

= 𝐸
→

· ∇ × 𝐻
→

 ( ) − 𝐸
→

· ∂
∂𝑡 𝐷

→( ).

که�ی دانیم

∇ · 𝐸
→

× 𝐻
→

 ( ) = ∂
𝑖

ϵ
𝑖𝑗𝑘

𝐸
𝑗
𝐻

𝑘( )
                        = ϵ

𝑖𝑗𝑘
∂

𝑖
𝐸

𝑗( )𝐻
𝑘

− ϵ
𝑖𝑘𝑗

∂
𝑖
𝐻

𝑘( )𝐸
𝑗

                        = ∇ × 𝐸
→

 ( ) · 𝐻
→

− ∇ × 𝐻
→

 ( ) · 𝐸
→

 .

قانونازاستفادهوتوانرابطه یدرنتیجها�نجای گذاریبا
در�ی یابیمفارادیالقای

7 Poynting's Theorem
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𝐽
→

· 𝐸
→

+ ∇ · 𝐸
→

× 𝐻
→

 ( ) + 𝐸
→

· ∂
∂𝑡 𝐷

→( ) + 𝐻
→

· ∂
∂𝑡 𝐵

→( ) = 0.

ت�یفضایدر

𝐷
→

= ϵ
0
𝐸
→

,              𝐻
→

= 1
µ

0
𝐵
→

,

آنمغناطیسیتراوا�یضریبوخلأگذردهیکه ϵ
0

µ
0

پساست.

𝐸
→

· ∂
∂𝑡 𝐷

→( ) + 𝐻
→

· ∂
∂𝑡 𝐵

→( ) = ∂
∂𝑡 𝑢,

تعریفز�ررابطه یباالکترومغناطیسی»انرژی«چگالیکه 𝑢

�ی شود.

.𝑢: =  
ϵ

0

2 𝐸
→| |

2
+

µ
0

2 𝐻
→| |

2

�وینتینگبردارباهمراانرژی»«جریاناگر

𝑆: = 𝐸
→

× 𝐻,
→

در�ی یابیمکنیمتعریف

∂
∂𝑡 𝑢 + ∇ · 𝑆

→
=− 𝐽

→
· 𝐸

→
.

که�ی بینیمگوسقضیه یبردنکاربهباهم چن�ن
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𝑑
𝑑𝑡

𝑉
∫ 𝑑3𝑥 𝑢 =−

𝑉
∫ 𝑑3𝑥 𝐽

→
· 𝐸

→
−

𝐴
∮ 𝑑𝑎 𝑛

^
· 𝑆

→( ).

راناحیه یکهاستبس�ه ایسطحرابطه،ا�ندر 𝐴𝑉

ب�رونبهکهاستسطحبرعمودبرداراست.دربرگرف�ه 𝑛
^

بهتفس�رباپس�ی کند.اشارهان�گرال گ�ریناحیه ی 𝑛
^

· 𝑆
→

انرژیچگالیبهتفس�روسطحواحدازانرژی�ابشآهنگ 𝑢

ت�ی)فضای(درماکسولمعادله هایازالکترومغناطیسی،
درالکترومغناطیسیانرژیمقدارتغ��رآهنگکه�ی آموزیم

رویبرکارانجامآهنگبااستبرابرفضاازناحیه هر
ازانرژی�ابشآهنگعلاوه یبهناحیه،آندرباردارذره های

ناحیه.آن

خطیتکانھ ی
�کانه یچگالیتغ��رآهنگکه�ی آموزیملورنتسن�رویاز

�ی شود.دادهز�رعبارتبازمانباخطی 𝑃
→

∂
∂𝑡 𝑃

→
= ρ𝐸

→
+ 𝐽

→
× 𝐵

→
.
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گوسقانون(تعمیم)وآم�رقانون(تعمیم)کمکبه

بنویسیم.میدان هابرحسبراو�ی توانیم ρ(𝑥
→

, 𝑡)𝐽
→
(𝑥

→
, 𝑡)

∂
∂𝑡 𝑃

→
= ∇ · 𝐷 

→( )𝐸
→

+ ∇ × 𝐻
→

− ∂
∂𝑡 𝐷

→
 ( ) × 𝐵

→

.        + ∇ · 𝐵 
→( )𝐻

→
+ ∇ × 𝐸

→
+ ∂

∂𝑡 𝐵
→

 ( ) × 𝐷
→

افزوده ایمبهونوش�ه ایمدومخطدرکهآن چهالب�ه ∂
∂𝑡 𝑃

→

�ی دانیماست!صفربامتحد

∇ × 𝐻
→

 ( ) × 𝐵
→

= 𝑒
^

𝑖
 ϵ

𝑖𝑗𝑘
∇ × 𝐻 

→( )𝑗
𝐵

𝑘

                            = 𝑒
^

𝑖
 ϵ

𝑖𝑗𝑘
ϵ

𝑗𝑙𝑚
∂

𝑙
𝐻

𝑚( )𝐵
𝑘

                                        = 𝑒
^

𝑖
∂

𝑘
𝐻

𝑖( )𝐵
𝑘

− 𝑒
^

𝑖
∂

𝑖
𝐻

𝑘( )𝐵
𝑘
 ,

استفادهبک-کباتحادازتساوی،آخر�ننوشتندرکه
برداردکارتی،مختصه هایدست گاهدرکهجاآنازکرده ایم.

داریماست،مکانازمس�قلیکه ی 𝑒
^

𝑖

.𝑒
^

𝑖
∂

𝑘
𝐻

𝑖( )𝐵
𝑘

= 𝐵
𝑘
∂

𝑘
𝐻
→

= 𝐵
→

· ∇( )𝐻
→

پس

∇ × 𝐻
→

 ( ) × 𝐵
→

= 𝐵
→

· ∇( )𝐻
→

− 𝐵
𝑘
∇𝐻

𝑘
 .
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کهدر�ی یابیممشابهمحاسبه یبا

∇ × 𝐸
→( ) × 𝐷

→
= 𝐷

→
· ∇( )𝐸

→
− 𝐷

𝑘
∇𝐸

𝑘

که�ی بینیماصلی،رابطه یدرنتیجهدوا�نجای گذاریبا
∂
∂𝑡 𝑃

→
= ∇ · 𝐷

→
 ( )𝐸

→
+ 𝐷

→
· ∇( )𝐸

→
+ ∇ · 𝐵

→
 ( )𝐻

→
+ 𝐵

→
· ∇( )𝐻

→

− 𝐷
𝑘
∇𝐸

𝑘
+ 𝐵

𝑘
∇𝐻

𝑘( ) − ∂
∂𝑡 𝐷

→
× 𝐵 

→( ).

داریمت�یفضایدر

∇ · 𝐷
→

 ( )𝐸
𝑖

+ 𝐷
→

· ∇( )𝐸
𝑖

= ϵ
0
∂

𝑗
𝐸

𝑖
𝐸

𝑗( ),

,∇ · 𝐵 
→( )𝐻

→
+ 𝐵

→
· ∇( )𝐻

→
= 1

µ
0

∂
𝑗

𝐵
𝑖
𝐵

𝑗( )
𝐷

𝑘
∇𝐸

𝑘
+ 𝐵

𝑘
∇𝐻

𝑘
= ∇𝑢,

.𝑔
→

: = 𝐷
→

× 𝐵
→

= ϵ
0
µ

0 
𝑆
→

پس
∂
∂𝑡 𝑃

𝑖
+ 𝑔

𝑖( ) = ∂
𝑗
𝑇

𝑖𝑗
 ,      𝑇

𝑖𝑗
: = ϵ

0
𝐸

𝑖
𝐸

𝑗
+ 1

µ
0

𝐵
𝑖
𝐵

𝑗
− δ

𝑖𝑗
𝑢.
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خطی�کانه یچگالیراو8ماکسول�نش�انسوررا 𝑇𝑔
→

در�ی یابیمنتیجها�ناز�ی نامیم.الکترومغناطیسیمیدان
وبارها�کانه یمجموعیعنیکل،�کانه یتغ��راتآهنگکه

بااستبرابرمیدان ها،

.𝑑
𝑑𝑡

𝑉
∫ 𝑑3𝑥 𝑃

𝑖
+ 𝑔

𝑖( ) =
𝐴
∮ 𝑇

𝑖𝑗
𝑛

𝑗

راناحیه یکهاستبس�ه ایسطحتساوی،ا�ندر 𝐴𝑉

سطحبرعمودیکه یبردارواست،دربرگرف�ه 𝑛
𝑗

= 𝑒
^

𝑗
· 𝑛

^
𝑛
^

است.

مداریتکانھ ی
از�ی کنیم.محدودت�یفضایبهرابحثبخش،ا�ندر

�کانه یچگالیتغ��رآهنگکه�ی آموزیملورنتسن�روی

𝑥،نقطه یبهنسبتباردارذره هایمداری
→

𝑂

�ی شود.دادهز�رعبارتبازمانبا، ℓ
→

𝑂
: = 𝑥

→
− 𝑥

→

𝑂( ) × 𝑃
→

∂
∂𝑡 ℓ

→

𝑂
= 𝑥

→
− 𝑥

→

𝑂( ) × ρ𝐸
→

+ 𝐽
→

× 𝐵
→( ).

8 Maxwell stress tensor
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بهنسبتالکترومغناطیسیمیدانمداری�کانه یچگالی

تعریفرابطه یبارانقطه ی 𝑥
→

𝑂
ℓ
→

𝑜

𝐸𝑀
: = 𝑥

→
− 𝑥

→

𝑂( ) × 𝑔
→

�ی دانیم�یشبخشنتیجه هایازاستفادهباپس�ی کنیم.
که

∂
∂𝑡 ℓ

→

𝑂
+ ℓ

→

𝑜

𝐸𝑀( ) = 𝑒
^

𝑖
 ϵ

𝑖𝑗𝑘
𝑥
→

− 𝑥
→

𝑂( )
𝑗
∂

𝑙
𝑇

𝑘𝑙

                                 =  ∂
𝑙
 𝑒

^

𝑖
ϵ

𝑖𝑗𝑘
𝑥
→

− 𝑥
→

𝑂( )
𝑗
 𝑇

𝑘𝑙
⎡⎢⎢⎣

⎤⎥⎥⎦
 .

𝑇کهکرده ایمتوجهدومتساویآوردندستبهبرای

نتیجهدرواستم�قارن�انسوری

ϵ
𝑖𝑗𝑘

 ∂
𝑙

𝑥
→

− 𝑥
→

𝑂( )
𝑗

⎡⎢⎢⎣

⎤⎥⎥⎦
 𝑇

𝑘𝑙
= ϵ

𝑖𝑗𝑘
δ

𝑙𝑗
𝑇

𝑘𝑙
= ϵ

𝑖𝑗𝑘
𝑇

𝑘𝑗
= 0.

تعریفبا

𝑀
𝑖𝑙

: = ϵ
𝑖𝑘𝑗

 𝑇
𝑘𝑙

𝑥
→

− 𝑥
→

𝑂( )
𝑗
,

بنویسیم.ز�رصورتبهرانتیجها�ن�ی توانیم

∂
∂𝑡 ℓ

→

𝑂
+ ℓ

→

𝐸𝑀( ) + ∂
𝑙

𝑒
^

𝑖
 𝑀

𝑖𝑙( ) = 0.
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موجمعادلھ ی
�ابعدو

𝑓
±

(𝑥, 𝑡): = 𝑓
±

(𝑥 ± 𝑣𝑡),            𝑣 > 0,

سمتبهکه�ی دهدنمایشراموجیبگ�رید.نظردررا 𝑓
+

کنیدفرضادعاا�ن�ا�یدبرای�ی کند.حرکتمحورچپ 𝑥

که
𝑓

+
(𝑥, 𝑡) = 𝑓

+
(𝑥 + 𝑣𝑡, 0),

نقطه ایهردرمقدارلحظه یهردریعنی 𝑡 = τ > 0𝑓
+

در)(آغازدرکهمقداریبااستبرابرچون 𝑥𝑓
+

𝑡 = 0

نشانمشاب�یاستدلالاست!داش�هنقطه ی 𝑥 + 𝑣τ

محورراستسمتبهکهاستموجیکه�ی دهد 𝑓
−

𝑥

�ی کند.حرکت
اند.موجمعادله یپاسخ�ابع، دوهر

∂
𝑥

2 − 1

𝑣2 ∂
𝑡
2( )𝑓(𝑥, 𝑡) = 0.

منتشرسرعتباکهمیدانیبرایموجعمل گربعد،سهدر 𝑣

رابطه یبا�ی شود

◻
𝑣
: = 1

𝑣2 ∂
𝑡
2 − ∇2,
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ازت�یفضایدرکه�ی بینیمبخشا�ندر�ی شود.تعریف
الکتریکیجریان هایوبارها

◻
𝑐
𝐸
→

(𝑥
→

, 𝑡) = 0,        ◻
𝑐
𝐵
→

(𝑥
→

, 𝑡) = 0,

ز�ررابطه یباالکترومغناطیسیامواجانتشارسرعت،که 𝑐

�ی شود.داده

𝑐: = ϵ
0
µ

0( )− 1
2 .

ماکسولقانون هایکه�ی کنیمتوجهادعا،ا�ناثباتبرای
ز�رصورتبهالکتریکیجریان هایوبارهاازت�یفضایدر

�ی شود.داده

∇. 𝐵
→

= 0, ∇ × 𝐸
→

+ ∂
∂𝑡 𝐵

→
= 0

→
,

∇. 𝐸
→

= 0, ∇ × 𝐵
→

− 1

𝑐2
∂
∂𝑡 𝐸

→
= 0

→
.

پس

.∇ × ∇ × 𝐸
→

+ ∂
∂𝑡 𝐵

→
 ( ) = 0

→

اما

∇ × ∇ × 𝐸
→

 ( ) = ∇ ∇ · 𝐸
→

 ( ) − ∇2𝐸
→

=− ∇2𝐸
→

,

و

∇ × ∂
∂𝑡 𝐵

→
 ( ) = ∂

∂𝑡 ∇ × 𝐵
→

 ( ) = 1

𝑐2
∂2

∂𝑡2 𝐸
→

.
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◻.نتیجهدر
𝑐
𝐸
→

= 0
→

�ابعیکهبردارهایآندرکهدکارتیمختصه هایدست گاهدر
موجمعادله یدرالکتریکی«میدانگزاره ینیس�ند،مکان
کهاستمعناا�نبه�ی کنند»صدق

1

𝑐2 ∂
𝑡
2 −

𝑖=1

3

∑ ∂
𝑖
2( )𝐸

𝑗
= 0,     𝑗 = 1, 2, 3.

موجمعادلھ یپاسخ
میدانالکتریکی،جریان هایوبارهاازت�یفضایدر

کولنمعادله یوموجمعادله یپاسخالکتریکی، ◻
𝑐
𝐸
→

= 0
→

میدانالکتریکی،میدانمحاسبه یازپساست. ∇ · 𝐸
→

= 0
→

�ی آید.دستبهفارادیالقایقانونازمغناطیسی

�ک فامایس�ایموج
کنیدفرض

𝐸
→

(𝑥
→

, 𝑡) = 𝐸
→

(𝑥
→

, ω) cos(ω𝑡 + ϕ).

کهدر�ی یابیمکولنقانونوموجمعادله یدرجای گذاریبا

∇2 + ω2

𝑐2 ( )𝐸
→

(𝑥
→

, ω) = 0
→

,
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∇ · 𝐸
→

(𝑥
→

, ω) = 0.

بنویسیم.ز�رصورتبه�ی توانیمرااولمعادله یپاسخ

.𝐸
→

(𝑥
→

, ω) = 𝐸
→

(𝑘
→

, ω) cos 𝑘
→

· 𝑥
→

+ ψ(𝑘
→

)( ), 𝑘
→| | = ω

𝑐

کهاستپاسخ ها�یازخطیترکیبکلی ترشکلدر 𝐸
→

(𝑥
→

, ω)

کولنقانونازاست.بابرابرآن ها)(موجبرداراندازه ی 𝑘
→ω

𝑐

که�ی شودمعلوم

𝑘
→

· 𝐸
→

(𝑘
→

, ω) = 0.

فارادیالقایقانونمغناطیسیمیدانمحاسبه یبرای
�ی بریم.کاربهرا

∂
∂𝑡 𝐵

→
(𝑥

→
, 𝑡) = 𝑘

→
× 𝐸

→
(𝑘

→
, ω) sin 𝑘

→
· 𝑥

→
+ ψ(𝑘

→
)( )

× cos ω𝑡 + ϕ( ).

کهدر �ی یابیممعادلها�نحلاز

𝐵
→

(𝑥
→

, 𝑡) = 𝑘
→

ω × 𝐸
→

(𝑘
→

, ω) sin 𝑘
→

· 𝑥
→

+ ψ(𝑘
→

)( )
× sin ω𝑡 + ϕ( ).

که�ی کنیمتوجهانرژیچگالیمحاسبه یبرای

𝐸
→

(𝑥
→

, 𝑡)| |
2

= 𝐸
→

(𝑘
→

, ω)| |
2
cos2 𝑘

→
· 𝑥

→
+ ψ(𝑘

→
)( )

                  × cos2 ω𝑡 + ϕ( ),
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𝐵
→

(𝑥
→

, 𝑡)| |
2

= 𝑐−2 𝐸
→

(𝑘
→

, ω)| |
2
sin2 𝑘

→
· 𝑥

→
+ ψ(𝑘

→
)( )

                 × sin2 ω𝑡 + ϕ( ).

�ی کنیمتوجهکمیت هاا�نزمانیمیانگ�نمحاسبه یبرای
که

< sin2 ω𝑡 + ϕ( ) >= ω
2π

0

2π/ω

∫ 𝑑𝑡 sin2 ω𝑡 + ϕ( ) = 1
2 ,

< cos2 ω𝑡 + ϕ( ) >= 1 − < sin2 ω𝑡 + ϕ( ) >= 1
2 .

بااستبرابرانرژیچگالیزمانیمیانگ�نپس

𝑢‾ =
ϵ

0

4 𝐸
→

(𝑘
→

, ω)| |
2

.

است.آسان�وینتینگبردارمحاسبه ی

𝑆
→

= 1
µ

0
𝐸
→

(𝑥
→

, 𝑡) × 𝐵
→

(𝑥
→

, 𝑡)

   = 𝑘
→

4µ
0
ω 𝐸

→
(𝑘

→
, ω)| |

2
sin 2𝑘

→
· 𝑥

→
+ 2ψ(𝑘

→
)( )

    × sin 2ω𝑡 + 2ϕ( ).

برده ایم.کاربهراز�رم�ل�اتیاتحادنتیجه،ا�ننوشتنبرای
sin(2ϕ) = 2 sin ϕ cos ϕ.
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است.صفر�وینتینگبردارزمانیمیانگ�نکهاستروشن
هم خوانداریمانتظارایس�اموجازکهآن چهبانتیجها�ن

اگرکلیطوربهاست.

𝐸
→

(𝑥
→

, 𝑡) = 𝐸
→

(𝑥
→

, ω) cos(ω𝑡 + ϕ),

که�ی شوددیدهفارادیالقایقانوناز

𝐵
→

(𝑥
→

, 𝑡) =− ω−1∇ × 𝐸
→

(𝑥
→

, ω) sin(ω𝑡 + ϕ),

نتیجهدرو

𝑆
→

=− 1
2µ

0
ω 𝐸

→
(𝑥

→
, 𝑡) × ∇ × 𝐸

→
(𝑥

→
, ω)( )[ ] sin(2ω𝑡 + 2ϕ).

�ک فامرونده یموج
کنیدفرض

𝐸
→

(𝑥
→

, 𝑡) = 𝐸
→

(𝑘
→

, ω) cos(ω𝑡 − 𝑘
→

· 𝑥
→

+ ϕ).

کهدر�ی یابیمکولنقانونوموجمعادله یدرجای گذاریبا

𝑘
→| | = ω

𝑐 , 𝑘
→

· 𝐸
→

(𝑘
→

, ω) = 0.

کهاستپاسخ ها�یازخطیترکیبکلی ترشکلدر 𝐸
→

(𝑥
→

, ω)

است.بابرابرآن ها)(موجبرداراندازه ی 𝑘
→ω

𝑐
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فارادیالقایقانونمغناطیسیمیدانمحاسبه یبرای
�ی بریم.کاربهرا

∂
∂𝑡 𝐵

→
(𝑥

→
, 𝑡) =− 𝑘

→
× 𝐸

→
(𝑘

→
, ω) sin(ω𝑡 − 𝑘

→
· 𝑥

→
+ ϕ).

پس

𝐵
→

(𝑥
→

, 𝑡) = 𝑘
→

ω × 𝐸
→

(𝑘
→

, ω) cos(ω𝑡 − 𝑘
→

· 𝑥
→

+ ϕ).

تساویاز

𝐸
→

(𝑥
→

, 𝑡)| |
2

= 𝑐2 𝐵
→

(𝑥
→

, 𝑡)| |
2
,

باآنزمانیمیانگ�نوانرژیچگالیکهدر�ی یابیم
�ی شود.دادهز�رتساوی های

𝑢 = ϵ
0

𝐸
→

(𝑥
→

, 𝑡)| |
2
, < 𝑢 >=

ϵ
0

2 𝐸
→

(𝑘
→

, ω)| |
2

.

�ی رسیم.مه�ینتیجه یبه�وینتینگبردارمحاسبه یبا

,𝑆
→

= 𝑐 𝑢 𝑘
^

𝑘
^
: = 𝑘

→

𝑘
→| |

.

زمانیمیانگ�نداریم،انتظارروندهموجمفهومازکهآن چنان
است.ناصفر�وینتینگبردار
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تمرین

موجانتشارسرعت،عددیمقدار.1 𝑐 = ϵ
0
µ

0( )− 1
2

جریان هایوبارهاازت�یفضایدرالکترومغناطیسی
راعددا�نلِخت یناظرکدامکنید.حسابراالکتریکی،
سرعت هایقانونازنتیجها�نآیااست؟کردهمحاسبه

�ی کند؟��رویگالیلهنسبیتدرنس�ی
جریان هایوبارهاازت�یفضایدرکهدهیدنشان.2

◻.الکتریکی
𝑐
𝐵
→

(𝑥
→

, 𝑡) = 0
→

ِمغناطیسیوالکتریکیمیدان هایازفضا،ازناحیه ای.3
است.آکندهزمان»از«مس�قل

a.توصیفمعادله ها�یچهبامیدان هاا�ن
�ی شوند؟

b.است.ناحیها�ندربس�هسطحیکنیدفرض 𝐴

کنید.حسابرا
𝐴
∫ 𝑑𝑎 𝑆

→
· 𝑛

^

بهکهشعاعبهدا�ره ایمسطحصفحه یدوازخازنی.4 𝑎

است.شدهساخ�هدارندقراریک دیگرازفاصله ی 𝑑
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فرضاست.شدنباردارحالدر�ابتجریانباخازن 𝐼

است.یک نواختصفحهدوب�نالکتریکیمیدانکنید
a.رویرامغناطیسیوالکتریکیمیداناندازه ی

𝐴)(صفحهدوب�نناحیه یِاستوانه ایسطح
کنید.حساب

b.حسابرویراان�گرالو�وینتینگبردار 𝑆
→

· 𝑛
^

𝐴

کنید.
c.حسابراخازندرشدهذخ�رهانرژیتغ��رآهنگ

کنید.
اندازه یوالکتریکیمقاومتبااستوانه ایسی�ی.5 𝑅

برداراست.پایایِجریانحامل،مقطعسطح 𝐴𝐼

ازقطعه ایِسطحرویراان�گرالو�وینتینگ 𝑆
→

· 𝑛
^

کنید.حسابطولبهسیم 𝐿

وبارهاازت�یفضایدرالکتریکیمیدانکنیدفرض.6
�ی شود.دادهز�ررابطه یباالکتریکی،جریان های

𝐸
→

(𝑥
→

, 𝑡) = 𝐸
0

sin(𝑘𝑧 − ω𝑡)𝑒
^

1
,     𝑧: = 𝑒

^

3
· 𝑥

→
.

a.بیابید.رامغناطیسیمیدان
b.بیابید.رابسامدوموجعددب�نرابطه ی 𝑘ω
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c.حسابراماکسول�نش�انسورو�وینتینگبردار
کنید.

ازناحیه یدرالکتریکیمیدانکنیدفرض.7 𝑦 ∈ (0, 𝐿)

ز�ررابطه یباالکتریکیجریان هایوبارهاازت�یفضای
�ی شود.داده

𝐸
→

(𝑥
→

, 𝑡) = 𝐸
0

sin 𝑛π𝑦
𝐿  sin(𝑘𝑧 − ω𝑡)𝑒

^

1
,   𝑛 ∈ ℕ.

a.دارد.قراررساناصفحه ایدرکنیدفرض 𝑦 = 0

کنید.حسابراآنالکتریکیبارسطحیچگالی
b.راناحیه یدرمغناطیسیمیدان 𝑦 ∈ (0, 𝐿)

بیابید.
c.بیابید.رابسامدوموجعددب�نرابطه ی 𝑘ω

d.حسابراماکسول�نش�انسورو�وینتینگبردار
کنید.

قراررساناصفحه یدوودرکنیدفرض.8 𝑦 = 0𝑦 = 𝐿

جریان هایوبارهاازناحیه یودارد 𝑦 ∈ (0, 𝐿)

مغناطیسیمیدانکهکنیدفرضاست.ت�یالکتریکی
�ی شود.دادهز�ررابطه یباناحیها�ندر

𝐵
→

(𝑥
→

, 𝑡) = 𝐵
0

sin 𝑦
λ + ϕ( ) sin(𝑘𝑧 − ω𝑡)𝑒

^

1
.

a.بیابید.راالکتریکیمیدان
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b.ودرالکتریکیمیدانکهآنبهتوجهبا 𝑦 = 0

راومجازمقدارهایاست،صفر 𝑦 = 𝐿λϕ

کنید.تع��ن
c.بیابید.رابسامدوموجعددب�نرابطه ی 𝑘ω

d.حسابراماکسول�نش�انسورو�وینتینگبردار
کنید.

نارسانا،خطی،محیطیبرایرا�وینتینگقضیه ی.9
ضریبوگذردهیباناپاشندهوهم سان گردهم گن، ϵ

کنیدفرضیعنیکنید.بازنویسیمغناطیسیتراوا�ی µ

که

𝐷
→

= ϵ𝐸
→

,                𝐵
→

: = µ𝐻
→

,

بگ�رید.زمانومکانازمس�قلاسکالر ها�یراوو ϵµ

آورید.دستبهرا�وینتینگبرداروانرژیچگالی
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نورشکستوبازتاب.٣
را�ک فامنورشکستوباز�ابقانون هایفصلا�ندر

محورراس�ایدرفضاکه�ی کنیمفرض�ی کنیم.مطالعه
نیم فضاهراست.شده�قسیمنیم فضادوبهمبدءازسوم،

ضریبوگذردهیباهمسان گردوهم گنخطی،ماده ایبا ϵ

است.شده�رمغناطیسیتراوا�ی µ

دومرزدروعمودیمئلفه هایکهدیدخواهیمآغازدر 𝐵
→

𝐷
→

ومماسیمئلفه هایهم چن�ناست.�ی وس�هناحیه 𝐻
→

𝐸
→

پاسخیبرایراماکسولمعادله هایسپساست.�ی وس�ه
آن،ازپس�ی کنیم.بازنویسی9هم آهنگزمانیبس�ه گیبا

محوریک سویازآن،درکه�ی گ�ریمنظردرراچیدمانی
آنازبخشی�ی �ابد،مرزبهدوردستازتختیموجسوم،

�رتوهای�ی دهیمنشان�ی گذرد.بخشیو�ی شودباز�ابیده
زاویه یو�ی نشینند�ابشصفحه یبرکرده،گذروباز�ابیده

برایهمرااسنلقانوناست.برابر�ابشزاویه یباباز�اب
قطبش های�ی آوریم.دستبهشکستزاویه یمحاسبه ی

و�ی کنیممعرفیرا�ابشصفحه یباموازیوعمود

9 Harmonic time dependence
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محاسبهقطبشهرنظ�رراگذروباز�ابضریب های
�ی کنیم.

10مرزیشرط ھای

ووعمودیمئلفه هایکه�ی بینیمبخشا�ندر 𝐵
→

𝐷
→

است.�ی وس�هناحیهدومرزدرومماسیمئلفه های 𝐻
→

𝐸
→

از،سوم،محورراس�ایدرفضا�ی کنیمفرضما 𝑧: = 𝑥
3

ناحیهدومرزپساست.شده�قسیمنیم فضادوبهمبدء
است.صفحه یبرمنط�ق (𝑥, 𝑦)

𝑥: = 𝑥
1
,             𝑦: = 𝑥

2
 .

وهم گنخطی،ماده ایبابالا�ینیم فضای 𝑧 > 0

ومغناطیسیتراوا�یضریبوگذردهیباهم سان گرد ϵ
2

µ
2

وهم گنخطی،ماده ایباپا�ینینیم فضای 𝑧 < 0

مغناطیسیتراوا�یضریبوگذردهیباهم سان گرد ϵ
1

µ
1

است.شده�ر

10 Boundary conditions
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وعمودیمئلفھ ھایپی وستھ گی 𝐵
→

𝐷
→

سطحوطولبهراِشکلاستوانه ایِگوسیِسطح 𝑆2ℓ

درکفه هاکهجوریبگ�رید،نظردرمقطع 𝐴𝑧 =± ℓ

قضیه یاز�ی نامیم.رااستوانها�ندرونحجمبنشینند. 𝑉

که�ی دانیمگوس

0 =
𝑉
∫ 𝑑3𝑥 ∇ · 𝐵

→
=

𝑆
∮ 𝑑𝑎 𝐵

→
· 𝑛

^
.

ان�گرال،ناصفروم�ناهیمقداربرایوحددر ℓ → 0𝐴

بهمربوطیکیجمله،دوجمعبهراست،سمتسطحی
درپا�ینیکفه یبهمربوطدیگریودربالا�یکفه ی 𝑧 = ℓ

دروبالا�یکفه یدرچونفرو�ی کاهد. 𝑧 =− ℓ𝑛
^

= 𝑒
^

3

که�ی گ�ریمنتیجه،پا�ینیکفه ی 𝑛
^

=− 𝑒
^

3

𝐴
∫ 𝑑𝑎 𝐵

3
𝑥, 𝑦, 0−( ) =

𝐴
∫ 𝑑𝑎 𝐵

3
𝑥, 𝑦, 0+( ),

تساوی،ا�ن درکه

𝐵
3

𝑥, 𝑦, 0±( ): =
ℓ→0
lim 𝐵

3
𝑥, 𝑦, ± ℓ( ).
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فرضبگ�ریم،نتیجه ایتساویا�نازبتوانیمکهآنبرای
شعاعبهقرصیصفحه یرویکفه هاتصو�رکهکنید (𝑥, 𝑦)

قضیه یازاستفادهبااست.نقطه یمرکزبه 𝑅(𝑥
0
, 𝑦

0
)

کهدر�ی یابیمحددرومیانگ�نمقدار 𝑅 → 0

𝐵
3

𝑥
0
, 𝑦

0
, 0−( ) = 𝐵

3
𝑥

0
, 𝑦

0
, 0+( ).

سطحیبارهاینبوددرکه�ی بینیممشابهاستدلالیبا

𝐷
3

𝑥
0
, 𝑦

0
, 0−( ) = 𝐷

3
𝑥

0
, 𝑦

0
, 0+( ).

که�ی گ�ریمنتیجه است،دل خواهنقطه یچون (𝑥
0
, 𝑦

0
)

اند.�ی وس�ه مرزدروعمودیمئلفه های 𝐵
→

𝐷
→

یادداشت
آن گاهباشدناصفرناحیهدومرزدرسطحیبارچگالیاگر

ℓ→0
lim

𝑉
∫ 𝑑3𝑥 ∇ · 𝐷

→
=

ℓ→0
lim 𝑄 = ∫ 𝑑𝑎 σ(𝑥, 𝑦),

بارچگالیوحجمدرونالکتریکیبارکه 𝑄𝑉σ(𝑥, 𝑦)

است.مرزدرسطحی

𝐴
∫ 𝑑𝑎 𝐷

3
𝑥, 𝑦, 0+( ) −

𝐴
∫ 𝑑𝑎 𝐷

3
𝑥, 𝑦, 0−( ) = ∫ 𝑑𝑎 σ(𝑥, 𝑦).
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که�ی کندحکممیانگ�نمقدارقضیه یحددر 𝑅 → 0

𝐷
3

𝑥
0
, 𝑦

0
, 0+( ) − 𝐷

3
𝑥

0
, 𝑦

0
, 0−( ) = σ(𝑥

0
, 𝑦

0
).

ومماسیمئلفھ ھایپی وستھ گی 𝐸
→

𝐻
→

بهعرضوطولبهرامستط�لشکلبهحلقه ای 2𝐿2ℓ

دردرازضلعدوکهجوریبگ�رید،نظردرمقطعسطح 𝐴

درمستط�لکنیدفرضساده گیبرایبنشینند. 𝑧 =± ℓ

ضلع هایواستنشس�هصفحه یموازیصفحه ای (𝑥, 𝑧)

راان�گرال گ�ریمس�راند.یکممحورموازیمستط�لدراز 𝐶

ضلعرویکه�ی کنیمتعریفجوریمستط�لمحیطروی
قاعده یازکنیم.حرکتمحورمثبتراس�ایدربالا�ی 𝑥

مستط�لسطحبرعمودبردارکه�ی بینیمراستدست 𝑒
^

2

فارادیالقایقانونواستوکسقضیه یترکیبازاست.
که�ی بینیم

𝑑
𝑑𝑡

𝐴
∫ 𝑑𝑎 𝐵

→
· 𝑒

^

2
=−

𝐴
∫ 𝑑𝑎 ∇ × 𝐸

→
· 𝑒

^

2
=−

𝐶
∮ 𝐸

→
· 𝑑𝑥

→
.

ا�ندراست.صفربابرابرحددرچپسمتجمله ی ℓ → 0

صفرهمراستسمتجمله یدرکو�اهضلع هایسهمحد،
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بابرابردراز،ضلعدونظ�ران�گرال هایمجموعپساست.
است:صفر

∫ 𝑑𝑥 𝐸
1

𝑥, 𝑦, 0+( ) − ∫ 𝑑𝑥 𝐸
1

𝑥, 𝑦, 0−( ) = 0.

رویدرازضلع هایِ میانینقطه یتصو�رکنیدفرض (𝑥
0
, 𝑦

0
)

مقدارقضیه یاز،حددرباشد.صفحه ی (𝑥, 𝑦)𝐿 → 0

�ی خوانیممیانگ�ن

𝐸
1
 𝑥

0
, 𝑦

0
, 0−( ) =  𝐸

1
𝑥

0
, 𝑦

0
, 0+( ).

ومحور هایانتخابناحیه،دومرزتوصیفدرچون 𝑥𝑦

هردرمماسیمئلفه یکه�ی گ�ریمنتیجه استدل خواه 𝐸
→

ا�ن�ا�یدبرایاست.�ی وس�ه مرز،رویدلخواهینقطه ی
�ی کنیم.بازنویسیز�رصورتبهرابالارابطه یادعا

𝑒
^

1
· 𝐸

→
 𝑥

0
, 𝑦

0
, 0+( ) − 𝐸

→
𝑥

0
, 𝑦

0
, 0−( )⎡⎢⎣

⎤⎥⎦ = 0.

کهمختصه هایدست گاهدرمحاسبه�کراربا 𝑒
^
'
1
, 𝑒

^
'
2
, 𝑒

^

3( )
که�ی یابیمدر�ی آیددستبهسوممحورگردبهدورانیبا

𝑒
^
'
1

· 𝐸
→

 𝑥'
0
, 𝑦'

0
, 0+( ) − 𝐸

→
𝑥'

0
, 𝑦'

0
, 0−( )⎡⎢⎣

⎤⎥⎦ = 0.
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مئلفه یدوهربایداست،دل خواهدورانم�زانچون
رانتیجها�نباشد.�ی وس�ه مرزدرالکتریکیمیدانمماسی

کنیم.بیانهمز�رصورتبه�ی توانیم

𝑒
^

3
× 𝐸

→
 𝑥

0
, 𝑦

0
, 0−( ) =  𝑒

^

3
× 𝐸

→
𝑥

0
, 𝑦

0
, 0+( ).

واستوکسقضیه یترکیبازمشابه،استدلالبا

هردرمماسیمئلفه یکهدر�ی یابیمآم�رقانون(تعمیم) 𝐻
→

است.�ی وس�ه مرز،رویدلخواهینقطه ی

یادداشت
ناصفرناحیهدومرزدرسطحیالکتریکیجریانچگالیاگر

آن گاهباشد

ℓ→0
lim

𝑉
∫ 𝑑𝑎 ∇ × 𝐻

→
· 𝑒

^

2
=

ℓ→0
lim 𝐼

𝐴
= ∫ 𝑑𝑥 𝑗

→
(𝑥, 𝑦) · 𝑒

^

2
,

جریانچگالی،حجمدرونالکتریکیجریانکه 𝐼
𝐴

𝑉𝑗
→
(𝑥, 𝑦)

است.مرزدرسطحی

∫ 𝑑𝑥 𝐻
1

𝑥, 𝑦, 0+( ) − ∫ 𝑑𝑥 𝐻
1

𝑥, 𝑦, 0−( ) = ∫ 𝑑𝑥 𝑗
2
(𝑥, 𝑦).
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𝐿حددرمیانگ�نمقدارقضیه یازاستفادهباپس → 0

کهدر�ی یابیم

𝐻
1

𝑥, 𝑦, 0+( ) −  𝐻
1

𝑥, 𝑦, 0−( ) =  𝑗
2
(𝑥, 𝑦).

�ی گ�ریمنتیجه استدل خواهومحور هایانتخابچون 𝑥𝑦

که

𝑒
^

3
× 𝐻

→
 𝑥

0
, 𝑦

0
, 0+( ) −  𝑒

^

3
× 𝐻

→
𝑥

0
, 𝑦

0
, 0−( ) = 𝑗

→
(𝑥

0
, 𝑦

0
).

تک فامپاسخ ھای
جریان هایوبارهاازت�یمحیطیدرماکسول،معادله های

اند.صورتا�نبهالکتریکی

∇ · 𝐷
→

= 0,         ∇ × 𝐸
→

+ ∂
∂𝑡 𝐵

→
= 0

→
,

∇ · 𝐵
→

= 0,         ∇ × 𝐻
→

− ∂
∂𝑡 𝐷

→
= 0

→
.

زمانیبس�ه گیباپاسخیبرایرامعادله هاا�نبخشا�ندر
�ی کنیم.بازنویسی11هم آهنگ

11 Harmonic time dependence
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اگریعنیاندخطیمعادله هاا�نکه�ی کنیمتوجهآغازدر

پاسخدوومیدان های 𝐸
→

1
, 𝐷

→

1
, 𝐵

→

1
, 𝐻

→

1( )𝐸
→

2
, 𝐷

→

2
, 𝐵

→

2
, 𝐻

→

2( )
آن گاهدل خواه،عدددوهموباشند 𝑎,  𝑏 ∈ ℂ

𝑎𝐸
→

1
+ 𝑏𝐸

→

2
, 𝑎𝐷

→

1
+ 𝑏𝐷

→

2
, 𝑎𝐵

→

1
+ 𝑏𝐵

2

→
, 𝑎𝐻

→

1
+ 𝑏𝐻

2

→( )
ماکسول،معادله هایحلبرایپساست.دیگریپاسخ

ازحقیقی�ابع ها�یمیدان ها،بپنداریمکهنیستضروری
آن،درکهاستپاسخی�ک فام،پاسخاند.زمانوفضا

بسامداست.صورتبهمیدان هازمانیبس�ه گی 𝑒−𝑖ω𝑡ω

پساست.حقیقیعددی

∂
∂𝑡 𝐵

→
=− 𝑖ω𝐵

→
,     ∂

∂𝑡 𝐷
→

=− 𝑖ω𝐷
→

.

یادآوری
آن گاهاند.حقیقیعددهایوکنیدفرض ϕψ

𝑒𝑖ϕ: = cos ϕ + 𝑖 sin ϕ,       𝑒𝑖ϕ𝑒𝑖ψ: = 𝑒𝑖(ϕ+ψ).

نتیجهدروکه�ی بینیمتعریفا�ناز 𝑒
𝑖π
2 = 𝑖

𝑖2 = 𝑒
𝑖π
2( )2

= 𝑒𝑖π = cos π =− 1.
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�ی آموزیمهم چن�ن

cos(ϕ + ψ) = cos ϕ cos ψ − sin ϕ sin ψ,

sin(ϕ + ψ) = cos ϕ sin ψ + sin ϕ cos ψ.

***

محیطیدربسامدبه�ک فامنوربرایماکسولمعادله ی ω

است.صورتا�نبهالکتریکیجریان هایوبارهاازت�ی

∇ · 𝐷
→

(𝑥
→

, ω) = 0,         ∇ × 𝐸
→

(𝑥
→

, ω) − 𝑖ω𝐵
→

(𝑥
→

, ω) = 0
→

,

∇ · 𝐵
→

(𝑥
→

, ω) = 0,         ∇ × 𝐻
→

(𝑥
→

, ω) + 𝑖ω𝐷
→

(𝑥
→

, ω) = 0
→

.

دراند.مخ�لط�ابع ها�یمیدان هاهمه یمعادله هاا�ندر
هم سان گردوهم گنخطی،محیط،که�ی پنداریمادامه
پساست.

𝐷
→

(𝑥
→

, ω) = ϵ(ω) 𝐸
→

(𝑥
→

, ω),     𝐵
→

(𝑥
→

, ω) = µ(ω) 𝐸
→

(𝑥
→

, ω),

�ابعدوا�ناند.مخ�لط�ابعدووکه ϵ(ω)µ(ω)

�ی کنند.نماینده گیرامحیط12پاشنده گی

12 dispersion.
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تختموج
آن هاپاسخ�ی توانیماند،خطیماکسولمعادله هایچون

هربنویسیم.تختموج هایازخطیترکی�یصورتبهرا
�ی شود.معرفیآنالکتریکیمیدانباتخت،موج

𝐸
→

(𝑥
→

, ω) = 𝐸
→

0
𝑒𝑖𝑘

→
·𝑥

→
−𝑖ω𝑡.

بردارازمخ�لط�ابعیکهاستالکتریکیمیداندامنه ی 𝐸
→

0

کهاست�یداگوسقانون(تعمیم)ازاست.موج 𝑘
→

𝑘
→

· 𝐸
→

0
= 0.

که�ی شودمعلومفارادیالقایمعادله یاز

𝐵
→

(𝑥
→

, ω) = 𝐵
→

0
𝑒𝑖𝑘

→
·𝑥

→
−𝑖ω𝑡, 𝐵

→

0
: = ω−1𝑘

→
× 𝐸

→

0
.

کهدر �ی یابیمآم�رقانون(تعمیم)درجای گذاریبا

𝑘
→

· 𝑘
→

= µ(ω)ϵ(ω)ω2.

�ی شود.تعریفز�ررابطه یبامحیطشکستضریب
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𝑛: = 𝑐 µ(ω)ϵ(ω),     𝑐: = 1

µ
0
ϵ

0

.

برداروشکستضریبموهو�یوحقیقیبخش هایاگر
که�ی بینیم، 13دهیمنشانواندیس هایباراموج 𝑟𝑖

𝑘
→

𝑟
· 𝑘

→

𝑟
− 𝑘

→

𝑖
· 𝑘

→

𝑖
= 𝑛

𝑟
2 − 𝑛

𝑖
2( ) ω2

𝑐2 ,    𝑘
→

𝑟
· 𝑘

→

𝑖
= 𝑛

𝑟
𝑛

𝑖
ω2

𝑐2 .  

است،حقیقیشکستضریبکهمحیط ها�یدر
راس�ایبرعمودجهتدرموجدامنه ییعنی. 𝑘

→

𝑟
· 𝑘

→

𝑖
= 0

به�ی شود،تع��نموجبردارحقیقیبخشباکهآن،انتشار
موهو�یبخشکهآن مگر�ی یابدافزایشنما�یصورت

کهکنیدتوجهادعاا�ن�ا�یدبرایباشد.صفرموجبردار

𝐸
→

0
𝑒

𝑖𝑘
→

·𝑥
→

−𝑖ω𝑡
= 𝐸

→

0
𝑒

−𝑘
→

𝑖
·𝑥

→

 ( )𝑒
𝑖(𝑘

→

𝑟
·𝑥

→
−ω𝑡)

.

موهو�یوحقیقیبخش هاییعنیاپتیکی،�ابت هایکهاسترا�ج 13
ازناشیخطایاز�ره�زبرایمادهند.نشانkوnباراشکستضریب

ن�ی کنیم.استفادهنمادهاا�نازنام گذاری،درمشابهت
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شکستوبازتاب
ازآن،درکه�ی گ�ریمنظردرراچیدمانیبخشا�ندر

مرزبهدوردستازتختیموجسوم،محورچپسمت
�ی گذرد.بخشیو�ی شودباز�ابیدهآنازبخشی�ی �ابد،

ناحیه یرانیم فضایو۱ناحیه یرانیم  فضای 𝑧 < 0𝑧 > 0

که،۱ناحیه یشکستضریبکه�ی کنیمفرض�ی نامیم.۲
است.مثبتوحقیقیکمیتی�ی دهیم،نشانبا 𝑛

1

ترکیباز۱ناحیه یدرالکتریکیمیدان�ی کنیمفرض

15باز�ابیده یموجو �14ابیده یموجخطی 𝐸
→

(𝑥
→

, ω)𝐸
→

''(𝑥
→

, ω)

است.شدهتشک�ل

𝐸
→

(𝑥
→

, ω) = 𝐸
→

0
 𝑒𝑖𝑘

→
·𝑥

→
−𝑖ω𝑡, 𝐸

→
''(𝑥

→
, ω) = 𝐸

→

0
'' 𝑒𝑖𝑘''

→
·𝑥

→
−𝑖ω𝑡,

اند،حقیقیوموجبرداردوهرکه 𝑘
→

𝑘
→

''

|𝑘
→

| = |𝑘''
→

| =
𝑛

1
ω

𝑐 ,

و

𝑘
→

· 𝑒
^

3
> 0, 𝑘''

→
· 𝑒

^

3
< 0.

15 Reflected wave
14 Incident wave
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جهتدر�ابیدهموجکهاستمعناا�نبهدرخواست هاا�ن
درمحورآنمنفیجهتدرباز�ابیدهموجومحورمثبت 𝑧

موجیباهمرا۲ناحیه یدرالکتریکیمیداناست.حرکت
�ی کنیم.توصیف)16(شکس�ه گذرکرده

𝐸
→

'(𝑥
→

, ω) = 𝐸
→

0
' 𝑒𝑖𝑘'

→
·𝑥

→
−𝑖ω𝑡.

موجا�نچونباشد.مخ�لط۲ناحیه یدرموجعددشاید
درخواستکند،حرکتمحورمثبتراس�ایدرباید 𝑧

�ی کنیم

𝑘'
𝑟

→
· 𝑒

^

3
> 0.

گذرکردهوباز�ابیده�ابیده، موج هایازترکی�یچن�نآیا
در�رسشا�نپاسخاست؟ماکسولمعادله هایازپاسخی

است.نهف�همرزیشرط های

شکستوبازتابزاویھ یتابش،صفحھ ی
�ی دهیمنشانمرزیشرط هایبررسیبابخشا�ندر

و�ی نشینند�ابشصفحه یبرشکس�ه،وباز�ابیده�رتوهای

16 Refracted wave
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همرااسنلقانوناست.برابر�ابشزاویه یباباز�ابزاویه ی
�ی آوریم.دستبهشکستزاویه یمحاسبه یبرای

مئلفه هایب�نخطیرابطه ایمرزی،شرطازنوعیهر
است.مرزرویبر۲و۱ناحیه یدرالکتریکیمیدان

ϵ
1
𝑒
^

3
· 𝐸

→

0
𝑒𝑖𝑘

→
·ρ
→

+ 𝐸
→

0
'' 𝑒𝑖𝑘''

→
·ρ
→( ) = ϵ

2
𝑒
^

3
· 𝐸

→

0
' 𝑒𝑖𝑘'

→
·ρ
→

,

𝑒
^

3
× 𝐸

→

0
𝑒𝑖𝑘

→
·ρ
→

+ 𝐸
→

0
'' 𝑒𝑖𝑘''

→
·ρ
→( ) = 𝑒

^

3
× 𝐸

→

0
' 𝑒𝑖𝑘'

→
·ρ
→

,

پساست.صفحه یدردل خواهبرداریکه ρ
→

𝑥, 𝑦( )

𝑘
→

· ρ
→

= 𝑘'
→

· ρ
→

= 𝑘
→

'' · ρ
→

.

𝐾موجبردارهربرایکهآن جااز
→

∈ {𝑘
→

, 𝑘'
→

, 𝑘''
→

}

𝐾
→

· ρ
→

= 𝐾⊥ · ρ
→

, 𝐾⊥: =
𝑗=1

2

∑ 𝐾
→

· 𝑒
^

𝑗( )𝑒
^

𝑗
 ,

که�ی گ�ریمنتیجه

𝑘⊥ = 𝑘''⊥ = 𝑘'
𝑟

⊥, 𝑘'
𝑖
⊥ = 0.

یادآوری

𝑘'
→

𝑟
: = 𝑅𝑒(𝑘'

→
), 𝑘'

→

𝑖
: = 𝐼𝑚(𝑘'

→
).
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کهصفحها�ناند.نشس�ه صفحهیکدرو،پس 𝑘
→

𝑘'
→

𝑘''
→

�ی شود.نامیده�17ابشصفحه یاست،وشامل 𝑘
→

𝑒
^

3

,𝑥صفحه یبرمنط�قرا�ابشصفحه یپس،ا�ناز  𝑧( )

�ی کنیمفرضیکممحورمناسبانتخابباو�ی گ�ریم

𝑘
→

· 𝑒
^

1
> 0.

زاویه یو�ابشزاویه یکهدر�ی یابیمتساویاز 𝑘⊥ = 𝑘''⊥θ

کهچرااندبرابرهمباباز�ابش θ''

𝑘⊥ =
𝑛

1
ω

𝑐 sin θ 𝑒
^

1
, 𝑘''⊥ =

𝑛
1
ω

𝑐 sin θ'' 𝑒
1

^
.

17 Plane of incidence
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هم۲محیطشکستضریبکه�ی کنیمفرضپس، ا�ناز
وضعیتدودررامسئلهواستمثبتوحقیقیعددی

�ی کنیم.بررسیمتفاوت

1.𝑛
2

> 𝑛
1

قانونهم ارزتساویچیدمانی،چن�ندر 𝑘⊥ = 𝑘
𝑟
'⊥

استشکستزاویه یو�ابشزاویه یبرایاسنل θθ'

کهچرا

𝑘
𝑟
'⊥ =

𝑛
2
ω

𝑐 sin θ' 𝑒
^

1
.

نتیجهدر.پس 𝑛
1

sin θ = 𝑛
2

sin θ'

sin θ' =
𝑛

1

𝑛
2

 sin θ < 1,

وچون.و 𝑘
→

'
𝑟

· 𝑒
^

3
≠ 0𝑘'

→

𝑖
= 𝑘'

𝑖
𝑒
^

3
𝑘'
→

𝑟
· 𝑘'

→

𝑖
= 0

'𝑘.کهدر�ی یابیم
𝑖

= 0

حدیمقداراز�ابشزاویه یاگر..2 𝑛
2

< 𝑛
1

θ
𝑐
: = arcsin 

𝑛
2

𝑛
1

,
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اگر.واستبرقراراسنلقانونباشد،کوچک تر 𝑘'
𝑖

= 0

از.و،آن گاه θ ≥ θ
𝑐

θ' = π
2𝑘

→
'
𝑟

· 𝑒
^

3
= 0𝑘'

→
= 𝑘

𝑟
'⊥

که�ی دانیممرزیشرط

𝑘
𝑟
'⊥ = 𝑘⊥ =

𝑛
1
ω

𝑐 sin θ 𝑒
^

1
.

چون

𝑘'
→

𝑟
· 𝑘'

→

𝑟
− 𝑘'

→

𝑖
· 𝑘'

→

𝑖
=

ω2𝑛
2

2

𝑐2 ,

�ی گ�ریمنتیجه

𝑘'
𝑖

= 𝑘'
→

𝑟
· 𝑘

→
'
𝑟

− 𝑛
2

2 ω2

𝑐2 = ω
𝑐  𝑛

1
2sin2θ − 𝑛

2
2,

و

𝐸
→

'(𝑥
→

, ω) = 𝐸
→

0
' 𝑒

−𝑘'
𝑖
𝑧
𝑒

𝑖 ω
𝑐 (𝑛

1
sinθ 𝑥−𝑐𝑡)

.

گذرضریبوبازتابضریبقطبش،
�ابشصفحه یباموازیوعمودقطبش هایبخش،ا�ندر
هرنظ�رراگذروباز�ابضریب هایو�ی کنیممعرفیرا

حقیقیبرداری�ی کنیمفرض�ی کنیم.محاسبهقطبش 𝑘'
→

است.
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۱ناحیه یمرزدرالکتریکیمیدانمئلفه هایرویمرزیشرط
که�ی دهدنشان۲و

ϵ
1
𝑒
^

3
· 𝐸

→

0
+ 𝐸

→

0
''( ) = ϵ

2
𝑒
^

3
· 𝐸

→

0
',

𝑒
^

3
× 𝐸

→

0
+ 𝐸

→

0
''( ) = 𝑒

^

3
× 𝐸

→

0
'.

هممغناطیسیمیدانمئلفه هایرویمرزیشرطاز
کهدر�ی یابیم

𝑒
^

3
· 𝑘

→
× 𝐸

→

0
+ 𝑘''

→
× 𝐸

→

0
''( ) = 𝑒

^

3
· 𝑘'

→
× 𝐸

→

0
',

1
µ

1
𝑒
^

3
× 𝑘

→
× 𝐸

→

0
+ 𝑘''

→
× 𝐸

→

0
''( ) = 1

µ
2

𝑒
^

3
× 𝑘'

→
× 𝐸

→

0
'( ).

راموازیقطبشبردارهایوعمودیقطبشبردار 𝑠
^
: = 𝑒

^

2

�ی کنیم.تعریف

𝑝
^
: = 𝑘

→

|𝑘
→

|
× 𝑠

^
, 𝑝

^
': = 𝑘'

→

|𝑘'
→

|
× 𝑠

^
, 𝑝

^
'': = 𝑘''

→

|𝑘
→

|
× 𝑠

^
.

چون

𝑘
→

· 𝐸
→

0
= 0, 𝑘'

→
· 𝐸'

→

0
= 0, 𝑘''

→
· 𝐸

→

0
'' = 0,

58



الکتریکیمیدان هایا�نازکدامهرکه�ی گ�ریمنتیجه
دارند.موازیمئلفه ایوعمودیمئلفه  ای

𝐸
→

0
= 𝐸

𝑠
𝑠
^

+ 𝐸
𝑝
 𝑝

^
, 𝐸

→

0
' = 𝐸'

𝑠
𝑠
^

+ 𝐸'
𝑝
 𝑝

^
',

𝐸
→

0
'' = 𝐸''

𝑠
𝑠
^

+ 𝐸''
𝑝
 𝑝

^
''.

کهدر �ی یابیممرزیشرط هایدرجای گذاریبا

𝐸
𝑠

+ 𝐸''
𝑠

= 𝐸'
𝑠
, 𝐸

𝑠
− 𝐸''

𝑠( ) cos θ = α𝐸'
𝑝

cos θ',

𝐸
𝑝

+ 𝐸''
𝑝

= α𝐸'
𝑝
, 𝐸

𝑝
− 𝐸''

𝑝( ) cos θ = 𝐸'
𝑝

cos θ',

که

α: =
µ

1
ϵ

2

µ
2
ϵ

1
 .

دامنه ینسبتکه18فرینلضریب هایتمر�ن ها،بخشدر
�ابیدهالکتریکیمیداندامنه یبهباز�ابیدهالکتریکیمیدان 

میداندامنه یبهگذرکردهالکتریکیمیدان دامنه ینسبتو
�ی دهددستبهقطبشدوهربرایرا�ابیدهالکتریکی

�ی کنیم.حساب

18 Fresnel coefficients
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کهبدانیمبایدگذرضریبوباز�ابضریبمحاسبه یبرای
انرژیجریانازکسریچهکرده،گذرموجوباز�ابیدهموج

دوهردررا�وینتینگبرداربایدپس�ی کنند.حملرا�ابیده
بردارکه�ی دانیم�وینتینگقضیه یازکنیم.حسابناحیه

�ی شوددادهز�ررابطه یباناحیه ایهردر�وینتینگ

𝑆
→

= 𝐸
→

𝑟
× 𝐻

→

𝑟
.

نماینده یاندیسومحیطشکستضریبرابطه،ا�ندر 𝑛𝑟

حملانرژیمحاسبه یبرایاست.میدانحقیقیبخش

حسابرا»زمانی«میانگ�نِمرزبرعمودمئلفه یشده، 𝑆
→

�ی شود.تعریفز�ررابطه یباکه�ی کنیم

< 𝑒
^

3
· 𝑆

→
>: = ω

2π  𝑒
^

3
·

0

2π
ω

∫ 𝑆
→

 .

درتختموجیکفقطچوناستآسان کار،۲ناحیه یدر
�ی شود.منتشرناحیهآن

𝐸
→

'(𝑥
→

, ω) = 𝐸
→

0
' 𝑒𝑖𝑘'

→
·𝑥

→
−𝑖ω𝑡,

𝐻
→

'(𝑥
→

, ω) = 𝐻
→

0
' 𝑒𝑖𝑘'

→
·𝑥

→
−𝑖ω𝑡 =

𝑛
2

𝑐µ
2

𝑘
→

' × 𝐸
→

0
' 𝑒𝑖𝑘'

→
·𝑥

→
−𝑖ω𝑡.
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راس�ایدرآنمئلفه هایحسببرراودامنه  های 𝐸
→

0
'𝐻

→

0
'

مخ�لطعددیمئلفههرچونو�ی نویسیمقطبشبرداردو
فازواندازهحسببرقط�ینمایشدرراآناست،

�ی نویسیم.

𝐸
→

0
' = |𝐸'

𝑠
|𝑒

𝑖ϕ'
𝑠 𝑠

^
+ |𝐸'

𝑝
|𝑒

𝑖ϕ'
𝑝 𝑝'

^
,

𝐻
→

0
' =

𝑛
2

𝑐µ
2

|𝐸'
𝑠
|𝑒

𝑖ϕ'
𝑠 𝑝'

^
− |𝐸'

𝑝
|𝑒

𝑖ϕ'
𝑝 𝑠

^( ).

دادهز�ررابطه یباالکتریکیمیدانحقیقیبخشپس
�ی شود.

𝐸
→

'
𝑟
: = 𝑅𝑒 𝐸

→
'(𝑥

→
, ω)[ ]

      = |𝐸'
𝑠
| cos(𝑘'

→
· 𝑥

→
− ω𝑡 + ϕ'

𝑠
) 𝑠

^

      + |𝐸'
𝑝
| cos(𝑘'

→
· 𝑥

→
− ω𝑡 + ϕ'

𝑝
) 𝑝

^
'.

دستبهصورتهم�نبههممیدانحقیقیبخش 𝐻
→

بااستکردهگذر۲ناحیه یبهکهانرژیجریانپس�ی آید.
�ی شود.دادهز�ررابطه ی

< 𝑒
^

3
· 𝑆'

→
>=

𝑛
2

2𝑐µ
2

|𝐸'
𝑠
|2 + |𝐸'

𝑝
|2( ) cos θ'.
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قضیھ

آن گاه.وکنیدفرض 𝑓(𝑡) = 𝑓
0
𝑒−𝑖ω𝑡𝑔(𝑡) = 𝑔

0
𝑒−𝑖ω𝑡

< 𝑓
𝑟
 𝑔

𝑟
>= 1

2 𝑅𝑒 𝑓𝑔*( ).

اثبات.

پس.وکهکنیمفرض 𝑓
0

= |𝑓
0
|𝑒

𝑖ϕ
𝑓𝑔

0
= |𝑔

0
|𝑒

𝑖ϕ
𝑔

< 𝑓
𝑟
 𝑔

𝑟
>= 1

2 |𝑓
0
||𝑔

0
| cos(ϕ

𝑓
− ϕ

𝑔
)

⬛                 = 1
2 𝑅𝑒 𝑓

0
𝑔

0( ) = 1
2 𝑅𝑒 𝑓𝑔*( ).

از�ی توانستیمزمانیمیانگ�نمحاسبه یبرایپس 𝑆'
→

کنیم:استفادهقضیها�ن

< 𝑆'
→

>= 1
2 𝑅𝑒 𝐸

→
'(𝑥

→
, ω) × 𝐻

→
'(𝑥

→
, ω)* ( )

            = 1
2 𝑅𝑒 𝐸'

→

0
× 𝐻'

→

0

*
 ( )

           =
𝑛

2

2𝑐µ
2

|𝐸'
𝑠
|2 + |𝐸'

𝑝
|2( ) 𝑘

→
'

|𝑘
→

'|
.

�ی شود.دادهز�ررابطه  هایبامیدان ها۱ناحیه یدر

𝐸
→

1
: = 𝐸

→
(𝑥

→
, ω) + 𝐸

→
''(𝑥

→
, ω),
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𝐻
→

1
: = 𝐻

→
(𝑥

→
, ω) + 𝐻

→
''(𝑥

→
, ω),

𝐻
→

(𝑥
→

, ω): =
𝑛

1

𝑐µ
1

𝑘
→

× 𝐸
→

(𝑥
→

, ω),

𝐻
→

''(𝑥
→

, ω): =
𝑛

1

𝑐µ
1

𝑘
→

'' × 𝐸
→

''(𝑥
→

, ω).

دستبهجملهسهجمعاز۱ناحیه یدر�وینتینگبردارپس

موجنظ�رکهاست،�ابیدهموجنظ�رکه�ی آید: 𝑆
→

𝑆
→

''

درموج هاا�ناخ�لاطمحصولکهواستباز�ابیده 𝑆
→

𝑐

است.۱ناحیه ی

𝑆
→

1
= 𝑆

→
+ 𝑆

→
'' + 𝑆

→

𝑐

< 𝑆
→

>= 𝑅𝑒 𝐸
→

(𝑥
→

, ω) × 𝐻
→

(𝑥
→

, ω)* [ ]
           =

𝑛
1

2𝑐µ
1

|𝐸
𝑠
|2 + |𝐸

𝑝
|2( ) 𝑘

→

|𝑘
→

|
,

< 𝑆
→

'' >= 𝑅𝑒 𝐸
→

''(𝑥
→

, ω) × 𝐻''
→

(𝑥
→

, ω)* [ ]
           =

𝑛
1

2𝑐µ
1

|𝐸
𝑠
''|2 + |𝐸

𝑝
''|2( ) 𝑘

→
''

|𝑘
→

|
,

< 𝑆
𝑐

→
>= 𝑅𝑒 𝐸

→
(𝑥

→
, ω)* × 𝐻

→
''(𝑥

→
, ω) [ ]
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            + 𝑅𝑒 𝐸
→

''(𝑥
→

, ω) × 𝐻
→

(𝑥
→

, ω)*[ ].

ز�رکمیتدوکمکبه

𝐾
→

±
: = 𝑘

→
'' ± 𝑘

→
, η: =

𝑛
1

2𝑐µ
1
|𝑘

→
|

,

کها�نبهتوجهباو

𝑘
→

· 𝐸
→

0
= 𝑘

→
'' · 𝐸

→
''

0
= 0,

که�ی بینیم

< 𝑆
𝑐

→
>= η𝑅𝑒 𝐸

→

0

*
· 𝐸

→

0
''( )𝐾

→

+
⎡
⎢
⎣

⎤
⎥
⎦

.            + η𝑅𝑒 𝐸
→

0

*
· 𝐾

→

−( )𝐸
→

0
'' − 𝐾

→

−
· 𝐸

→

0
''( )𝐸

→

0

*⎡
⎢
⎣

⎤
⎥
⎦

بهتوجهبااست.مهممحاسبه یمابرای < 𝑒
^

3
· 𝑆

1

→
>

ز�رتساوی های

𝑒
^

3
· 𝐾

→

+
= 0, 𝐾

→

−
= 2 𝑒

^

3
· 𝑘

→
 ( )𝑒

^

3
.

پس.کهدر�ی یابیم < 𝑒
^

3
· 𝑆

𝑐

→
>= 0

< 𝑒
^

3
· 𝑆

→

1
>=< 𝑒

^

3
· 𝑆

→
>+< 𝑒

^

3
· 𝑆

→
'' >.
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از�نهاسوممحورراس�ایدرانرژیجریان،۱ناحیه یدرپس
جمله یو�ی گ�ردسهمباز�ابیدهموجو�ابیدهموج

ضریبتعریفنتیجه،ا�نندارد.آندرسه�یاخ�لاطی
�ی کند.توجیهراگذرضریبوباز�اب

𝑅: =
<𝑒

^

3
·𝑆

→
''>

<𝑒
^

3
·𝑆

→
>

, 𝑇: =
<𝑒

^

3
·𝑆

→
'>

<𝑒
^

3
·𝑆

→
>

.
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تمرین
موازیوعمودیقطبشدوهربرایفرینلضریب های.1

کنید.حسابرا
فرینلضریب هایحسببرراگذروباز�ابضریب های.2

بنویسید.
کنید.حسابراگذروباز�ابضریب هایجمع.3
درراگذروباز�ابضریب هایوفرینلضریب های.4

کنید.حسابعمودی�ابش
است؟صفرباز�ابِضریب�ابشی،ِزاویه یچهدر.5

چیست؟19بروسترزاویه یتعریفباپاسخارتباط
ضریب هایوفرینلضریب های.کنیدفرض.6 𝑛

2
< 𝑛

1

�ابشزاویه یکنید.حسابدرراگذروباز�اب θ→−θ
𝑐

θ

θ.واست
𝑐
: = arcsin 

𝑛
2

𝑛
1

ضریب هایوفرینلضریب های.کنیدفرض.7 𝑛
1

< 𝑛
2

زاویه یکنید.حسابدرراگذروباز�اب θ → π
2θ

است.�ابش

19 Brewster's angle
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