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مقدمه

ناصفرجرمبهذره‌ایکهمی‌آموزیمنیوتنیمکانیکاز
جهانکنیمفرضمی‌کند.حرکتنیروهاتاثیرتحتچه‌گونه

شدهساختهالکترون‌هاوهسته‌ازهماتمهرواتم‌هااز
رفتاربگیریم،نادیدهرایک‌دیگربرالکترون‌هااثراگراست.

تعیینمی‌کندواردآنبههستهکهنیروییباالکترونهر
فضایکهمی‌کنیمفرضنیرواینتوصیفبرایمی‌شود.

مغناطیسیمیدانوالکتریکیمیدانازآکندههستهاطراف

برداردو،مکانبرداربافضاازنقطههربهیعنیاست. 𝑥
→

میداننماینده‌یکهمی‌دهیمنسبتو 𝐸
→

(𝑥
→

)𝐵
→

(𝑥
→

)𝐸
→

(𝑥
→

)

مغناطیسیمیداننماینده‌یونقطه‌یدرالکتریکی 𝑥
→

𝐵
→

(𝑥
→

)

باروناصفرجرمبهذره‌ایراالکتروناگراست.نقطهآندر
درکهلحظه‌ایدرآن،‌برواردنیرویبدانیم،الکتریکی 𝑞

می‌شود.دادهلورنتسرابطه‌یبادارد،‌قرارنقطه‌ی 𝑥
→

𝑒

𝐹
→

(𝑥
→

𝑒
) = 𝑞𝐸

→
(𝑥

→

𝑒
) + 𝑞𝑣

→

𝑒
× 𝐵

→
(𝑥

→

𝑒
).

است.الکترونلحظه‌ایسرعترابطه،ایندر 𝑣
→

𝑒
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والکتریکیمیدان‌هایدینامیکمطالعه‌یمادرسموضوع
می‌شود.دادهماکسولمعادله‌هایباکهاستمغناطیسی

میدانواسکالرمیدانبردار،اسکالر،کمیتتعریفازدرس
تعریفهم‌چنینمی‌شود.آغازیکفصلدربرداری

(،)دیورژانس،واگرایی(،)گرادیان،شیبعمل‌گرهای ∇∇ ·

می‌کنیم.یادآوریرالاپلاسیعمل‌گرو()کرل،تاو ∇ ×∇2

ایندرمی‌کنیم.بررسیراماکسولمعادله‌هایدومفصلدر
مداریتکانه‌یوخطیتکانه‌یانرژی،مفهومسهبابخش

کهمی‌بینیمومی‌شویمآشناالکترومغناطیسیمیدان‌های
همدرموجیحرکتیدرمغناطیسی،والکتریکیمیدان‌های
است.»الکترومغناطیسی«موجهماننورپرتوومی‌آمیزند

می‌شود،توصیفنیوتنیمکانیکدرکهصوتیموجخلافبر
ومی‌شودمنتشرهمتهیفضایدرالکترومغناطیسیموج

2است.مستقلناظرازآنانتشارسرعت

مطالعهرانورشکستوبازتابقانون‌هایسومفصلدر
می‌کنیم.

برایراهونیستبرقرارگالیلهنسبیتکهدریافتیممشاهدهایناز2
شد.گشودهاینشتینخاصنسبیتپذیرشوکشف
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والکتریکیچندقطبی‌هایوالکتریکیبارهایچهارمفصلدر
برداریعمل‌گرهایشکلبامی‌‌کنیم.مطالعهرامغناطیسی

)تابع(توزیعباهم‌چنینوقطبی-کروی،مختصه‌هایدر
بخش،ایندرمااصلیهدفمی‌شویم.آشنادیراکدلتای

مغناطیسیوالکتریکیمیدان‌هایتوصیفومحاسبه
استبرداریپتانسیلواسکالرپتانسیلحسببر»ایستا«

باپواسونمعادله‌ینظیرِ‌گرینتابعهممااصلیابزارو
بود.خواهدنویمانمرزیشرطودیریکلهمرزیشرط

حسببرراماکسولمعادله‌هایپنجم،‌فصلدر
می‌کنیم،بازنویسیبرداریپتانسیلوالکتریکیپتانسیل‌های

عمل‌گرنظیرگرینتابعمی‌آموزیم،راپیمانه‌ایآزادیمفهوم
ازالکترومغناطیسیامواجتابشومی‌آوریمدستبهراموج

بابخشاینمی‌کنیم.مطالعهراشتاب‌دارالکتریکیبارهای
می‌رسد.پایانبهآسمانآبیرنگبرایرایلیتوضیح

خاصنسبیتچارچوبدرراماکسولنظریه‌یآخر،فصلدر
می‌کنیم.بازنویسیاینشتین

کتابدیراک،دلتایتوزیعوبرداریحساببرایاصلیمرجع
درسدرکهاستآرفکنفیزیکدرریاضیروش‌های

3



می‌شود.تدریسکارشناسیدوره‌ییک«»ریاضی‌فیزیک
کتاب۶فصلازبخش‌هاییپایه‌یبردومفصل

فصلاست.شدهنوشتهجکسونکلاسیکالکترودینامیک
موضوعولیاستکتابهمان۷فصلازبرگرفتههمسوم

کتابجملهازکارشناسیدوره‌یدرسیکتاب‌هایدرآن
ازبرگرفتهچهارمفصلاست.آمدههممیلفوردوریتس

برپنجمفصلاست.جکسونکتاب۵تا۱فصل‌های
کتابهمان۱۱فصلبرهمآخرفصلو۹و۶فصل‌های

است.استوار

باهم‌گام۱۴۰۳پاییزترمطولدردرس‌نامهایناولنسخه‌ی
درس‌نامهاینمحتوایشد.خواهدنوشتهدرسکلاس
است.تمرین‌هاوتوضیحاتپاره‌ایومطالبسرخطشامل
دانش‌جویانکهاستآندرس‌نامهایننوشتنازهدف
روپیشهفته‌یدرسموضوعازکلاس،درحضورازپیش
آورند.یادبهرااصلینکته‌هایآن،بازخوانیباوباشند،‌آگاه
برایراه‌نماییودرسازچکیده‌ایصرفادرس‌نامه،این

وکتاب‌مطالعه‌یجای‌گزینآن،مطالعه‌یواستمطالعه
نیست.درسکلاسدرحضور
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برداریحساب.۱
واسکالرمیدانبردار،اسکالر،کمیتتعریففصلایندر

واگرایی(،)گرادیان،شیبعمل‌گرهایوبرداری،میدان ∇

رالاپلاسیعمل‌گرو()کرل،تاو()دیورژانس، ∇ ·∇ ×∇2

می‌کنیم.یادآوری

اقلیدسیفضای
مختصه‌هایدست‌گاهباراآنومی‌گیریمبعدیسهرافضا

مختصه‌هایبانقطههرمی‌کنیم.توصیفدکارتی

می‌شود:دادهچونمکانیبرداربا (𝑥
1
, 𝑥

2
, 𝑥

3
)𝑥

→

𝑥
→

= 𝑥
𝑖
𝑒
^

𝑖
.

بهراجمعنماد»ننوشتن«‌دراینشتینقراردادرابطه،ایندر
همه‌یرویجمعمعنایبهاندیسرویتکراربرده‌ایم:کار 𝑖

یعنیاستآنمجازمقدارهای

𝑥
→

=
𝑖=1

3

∑ 𝑥
𝑖
𝑒
^

𝑖
.

است.محورراستایدریکهبردارنماد 𝑒
^

𝑖
𝑥

𝑖
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داخلیضرب
می‌شود:دادهزیردستوربایکهبردارهایداخلیضرب

𝑒
^

𝑖
· 𝑒

^

𝑗
: = δ

𝑖𝑗
.

درایه‌هایاست.کرونکردلتاینمادرابطهایندر δ
𝑖𝑗

δ
𝑖𝑗

برایآنمقدارمی‌دهد؛نشانراهمانیماتریس 3 × 3

است.صفربابرابربرایویکبابرابر 𝑖 = 𝑗𝑖 ≠ 𝑗

دوران

استیکهبردارهایرویخطیتبدیلیدوران 𝑅: 𝑒
^

𝑖
→ 𝑒

^

𝑖
'

عددنهبادورانهرشود.حفظداخلیضربکهطوری
می‌شود.دادهحقیقی 𝑎

𝑖𝑗

𝑒
^

𝑖
': = 𝑎

𝑖𝑗
𝑒
^

𝑗
 ,          𝑒

^

𝑖
' · 𝑒

^

𝑗
' = δ

𝑖𝑗
.  

کهکنیمتوجهرابطهاینتحلیلبرای

𝑒
^

𝑖
' · 𝑒

^

𝑗
' = 𝑎

𝑖𝑘
𝑎

𝑗𝑙
𝑒
^

𝑘
· 𝑒

^

𝑙
= 𝑎

𝑖𝑘
𝑎

𝑗𝑘
.

کهآن‌جاازهستند.ماتریسدرایه‌هایکهکنیمفرض 𝑎
𝑖𝑘

𝐴

بالادرخواستاست،همانیماتریسدرایه‌هایهم δ
𝑖𝑗

𝐼
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زیرصورتبهخطی(تبدیلازپسداخلیضرب)حفظ
می‌شود.بازنویسی

𝐴𝐴𝑇 = 𝐼.

رابطهاینازاست.ماتریسترانهاده‌ی،ماتریس 𝐴𝑇𝐴

باآنوارونواستوارون‌پذیرماتریسکهمی‌آموزیم 𝐴

مربعکهمی‌آموزیمهم‌چنینمی‌شود.دادهشترانهاده
بابرابردترمیناناگراست.یکبابرابرماتریسدترمینان 𝐴𝐴

نشاننمادباومی‌نامیمدورانماتریسراآنباشدیک 𝑅

می‌دهیم.

خارجیضرب
می‌شود:دادهزیردستوربایکهبردارهایخارجیضرب

𝑒
^

𝑖
× 𝑒

^

𝑗
: = ϵ

𝑖𝑗𝑘
𝑒
^

𝑘
.

اگر،‌بااستبرابرلوی-چویتانماد ϵ
𝑖𝑗𝑘

1

(𝑖, 𝑗, 𝑘) ∈ (1, 2, 3),  (2, 3, 1),  (3, 1, 2){ },

اگر،‌بااستبرابر − 1( )

(𝑖, 𝑗, 𝑘) ∈ (1, 3, 2),  (3, 2, 1),  (2, 1, 3){ },
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است.صفرمواردسایردرو

3ماتریس‌هایدترمینانتعریفدرلوی-چویتانماد × 3

مثلامی‌رود.کاربههم

𝑑𝑒𝑡 𝑅 = ϵ
𝑖𝑗𝑘

𝑎
1𝑖

𝑎
2𝑗

𝑎
3𝑘

.

𝐵𝐴𝐶:قاعده‌ی − 𝐶𝐴𝐵

ϵ
𝑖𝑗𝑘

ϵ
𝑙𝑚𝑘

= δ
𝑖𝑙

δ
𝑗𝑚

− δ
𝑖𝑚

δ
𝑗𝑙

.

بردار
بردارهایازخطیترکیبصورتبهبتوانیمکهراکمیتیهر
نیروینیوتنی،مکانیکدرمثلامی‌نامیم.برداربنویسم،یکه

دکارتی،مختصه‌هایدست‌گاههردرکهچرااستبردار 𝑓
→

.کهطوریبهداردوجودعددسه (𝑓
1
, 𝑓

2
, 𝑓

3
)𝑓

→
= 𝑓

𝑖
𝑒
^

𝑖

دریافتنبرایمی‌شوند.عوضدورانزیربردارهامئلفه‌های
کهکنیدفرضموضوعاین

𝑓
→

= 𝑓
𝑖
𝑒
^

𝑖
= 𝑓'

𝑖
𝑒
^

𝑖
'.

پس

𝑓'
𝑖

= 𝑓
→

· 𝑒
^

𝑖
' = 𝑓

𝑗
𝑒
^

𝑗
· 𝑒

^

𝑖
' = 𝑓

𝑗
𝑎

𝑖𝑗
.
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گویاتربنویسیمماتریسیضربصورتبهرارابطهایناگر

وستونیماتریس‌هایاست. 𝐹: = (𝑓
1
, 𝑓

2
, 𝑓

3
)𝑇

ماتریسدوهربگیرید.نظردررا 𝐹': = (𝑓'
1
, 𝑓'

2
, 𝑓'

3
)𝑇

دررابرداراینآن‌هاهستند.بردارنظیر،وستونی 𝐹𝐹'𝑓
→

کهمی‌بینیممی‌دهند.نمایشودکارتیدست‌گاه 𝑒
^

𝑖
𝑒
^

𝑖
'

𝐹' = 𝑅𝐹.

بردارطول

می‌شود،دادهنشاننمادباکهبردارهرطول 𝑉
→

= 𝑉
𝑖
𝑒
^

𝑖
𝑉
→| |

می‌شود.تعریفزیررابطه‌یبا

𝑉
→| |: = 𝑉

→
· 𝑉

→
 = 𝑉

𝑖
𝑉

𝑗
δ

𝑖𝑗
=

𝑖=1

3

∑ 𝑉
𝑖
2( )

1
2

 .

است.یکبابرابریکه‌یبردارهایطولتعریف،اینبا 𝑒
^

𝑖

بردارهاخارجیضربوداخلیضربجمع،
وبرداردوخارجیضربوداخلیضربجمع،‌ 𝐴

→
= 𝐴

𝑖
𝑒

𝑖

^

می‌شود.تعریفزیررابطه‌‌هایبا 𝐵
→

= 𝐵
𝑖
𝑒

𝑖

^
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𝐴
→

+ 𝐵
→

: = (𝐴
𝑖

+ 𝐵
𝑖
) 𝑒

^

𝑖
 ,

𝐴
→

· 𝐵
→

: = 𝐴
𝑖
𝐵

𝑗
δ

𝑖𝑗
= 𝐴

𝑖
𝐵

𝑖
,

  𝐴
→

× 𝐵
→

: = 𝐴
𝑖
𝐵

𝑗
𝑒
^

𝑖
× 𝑒

^

𝑗
= ϵ

𝑖𝑗𝑘
𝐴

𝑖
𝐵

𝑗
𝑒
^

𝑘
.

دورتبه‌تانسور
می‌شوددادهمقدارنهباکهاستکمیتیدو،رتبه‌تانسور 𝑇

𝑖𝑗

تغییرزیردستوربامقدارنهایندورانزیرکهطوریبه
کنند.

𝑇'
𝑖𝑗

= 𝑎
𝑖𝑚

𝑎
𝑗𝑛

𝑇
𝑚𝑛

.

دستوربامی‌توانیموبرداردواز 𝐴
→

= 𝐴
𝑖
𝑒

𝑖

^
𝐵
→

= 𝐵
𝑖
𝑒

𝑖

^

بسازیم.دورتبهتانسور 𝑇
𝑖𝑗

: = 𝐴
𝑖
𝐵

𝑗

سهرتبه‌تانسور
مقدارهفتوبیستباکهاستکمیتیسه،رتبه‌تانسور

تغییرزیردستوربادورانزیرکهطوریبهمی‌شودداده 𝑇
𝑖𝑗𝑘

کنند.
𝑇'

𝑖𝑗𝑘
= 𝑎

𝑖𝑚
𝑎

𝑗𝑛
𝑎

𝑘𝑝
𝑇

𝑚𝑛𝑝
.
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بامی‌توانیمو،بردارسهاز 𝐴
→

= 𝐴
𝑖
𝑒

𝑖

^
𝐵
→

= 𝐵
𝑖
𝑒

𝑖

^
𝐶
→

= 𝐶
𝑖
𝑒

𝑖

^

بسازیم.سهرتبهتانسوردستور 𝑇
𝑖𝑗𝑘

: = 𝐴
𝑖
𝐵

𝑗
𝐶

𝑘

برکهچرااستسهمرتبه‌یازتانسوریلوی-چویتانماد
𝑑𝑒𝑡 𝑅کهاینبهتوجهباودترمینانتعریفطبق = 1

داریم

ϵ
𝑙𝑚𝑛

𝑎
𝑙𝑟

𝑎
𝑚𝑝

𝑎
𝑛𝑞

= ϵ
𝑟𝑝𝑞

𝑑𝑒𝑡 𝑅 = ϵ
𝑟𝑝𝑞

.

اسکالرمیدان
عددیمختصه‌هایبافضانقطه‌یهربهکنیدفرض 𝑥

𝑖

هوادمایمثلادهیم.نمایشباراآنوبدهیمنسبت ϕ(𝑥
𝑖
)

است.میدانهماست.میدان 𝑋
1
(𝑥

𝑖
): = 𝑥

1

بهنقطههرمختصه‌های،ماتریسبادورانزیر 𝑅

دوران،همانزیرکهکنیدفرضمی‌شود.تبدیل 𝑥'
𝑖

= 𝑎
𝑖𝑗

𝑥
𝑗

اگرمی‌شود.تبدیلکمیتبههمکمیت ϕϕ'

ϕ'(𝑥'
𝑖
) = ϕ(𝑥

𝑖
),

نقطههربهکهعددیکهچرااستاسکالرکمیتیآن‌گاه ϕ

مثلااست.نکردهتغییردورانزیرشدهدادهنسبتفضااز
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اسکالرکمیتیمیدانامااستاسکالرکمیتیهوادمای 𝑋
1

نیست.

برداریمیدان
مختصه‌هایبافضانقطه‌یهربه،برداریمیدان 𝑉

→
(𝑥

𝑖
)𝑥

𝑖

ماتریسبادورانزیرکهاستروشنمی‌دهد.نسبتبرداری
می‌کنند.تغییرزیرشکلبهآنمئلفه‌های، 𝑅

𝑉
𝑗
'(𝑥'

𝑖
) = 𝑎

𝑗𝑘
𝑉

𝑘
(𝑥

𝑖
).

)گرادیان(شیب
آن‌گاهاست.اسکالرمیدانیکنیدفرض ϕ

∇ϕ: = ∂
𝑖
ϕ 𝑒

^

𝑖
 ,              ∂

𝑖
: = ∂

∂𝑥
𝑖

کهچرااستبرداریمیدان

∂'
𝑗
ϕ'(𝑥'

𝑖
) = ∂'

𝑗
ϕ(𝑥

𝑖
) =

∂𝑥
𝑘

∂𝑥'
𝑗
∂

𝑘
ϕ(𝑥

𝑖
) = 𝑎

𝑗𝑘
∂

𝑘
ϕ(𝑥

𝑖
).

کهکرده‌ایمتوجهتساویآخرینآوردندستبهدر

𝑥
𝑘

= 𝑅𝑇( )𝑘𝑗
𝑥'

𝑗
= 𝑎

𝑗𝑘
𝑥'

𝑗
.
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)دیورژانس(واگرایی
آن‌گاهاست.برداریمیدانیکنیدفرض 𝑉

→

∇ · 𝑉
→

: = ∂
𝑖
𝑉

𝑖
 ,

زیرااستاسکالرمیدان

∂'
𝑗
𝑉'

𝑗
(𝑥'

𝑖
) =

∂𝑥
𝑘

∂𝑥'
𝑗
∂

𝑘
𝑎

𝑗𝑙
𝑉

𝑙
(𝑥

𝑖
)( ) = 𝑎

𝑗𝑘
𝑎

𝑗𝑙
∂

𝑘
𝑉

𝑙
(𝑥

𝑖
) = ∂

𝑘
𝑉

𝑘
(𝑥

𝑖
).

)کرل(تاو
آن‌گاهاست.برداریمیدانیکنیدفرض 𝑉

→

∇ × 𝑉
→

: = 𝑊
𝑘
 𝑒

𝑘

^
 ,        𝑊

𝑘
: = ϵ

𝑖𝑗𝑘
∂

𝑖
𝑉

𝑗
 ,

می‌کنیمتوجهموضوعایناثباتبرایاست.برداریمیدان
که

𝑊'
𝑘
(𝑥'

𝑖
) = ϵ

𝑗𝑚𝑛
∂'

𝑚
𝑉'

𝑛
(𝑥'

𝑖
) = ϵ

𝑗𝑚𝑛

∂𝑥
𝑝

∂𝑥'
𝑚

∂
𝑝

𝑎
𝑛𝑞

𝑉
𝑞
(𝑥

𝑖
)( ) 

= ϵ
𝑗𝑚𝑛

𝑎
𝑚𝑝

𝑎
𝑛𝑞( )∂

𝑝
𝑉

𝑞
(𝑥

𝑖
).

کهمی‌دانیم
ϵ

𝑗𝑚𝑛
𝑎

𝑚𝑝
𝑎

𝑛𝑞
= δ

𝑗𝑙
ϵ

𝑙𝑚𝑛
𝑎

𝑚𝑝
𝑎

𝑛𝑞

                               = 𝑎
𝑗𝑟

𝑎
𝑙𝑟( )ϵ

𝑙𝑚𝑛
𝑎

𝑚𝑝
𝑎

𝑛𝑞

                            = 𝑎
𝑗𝑟

ϵ
𝑙𝑚𝑛

𝑎
𝑙𝑟

𝑎
𝑚𝑝

𝑎
𝑛𝑞
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          = 𝑎
𝑗𝑟

ϵ
𝑟𝑝𝑞

.

لوی-چویتانمادکهکرده‌ایمتوجهآخرتساوینوشتندر
پساست.سهرتبه‌یتانسور

𝑊'
𝑘
(𝑥'

𝑖
) =𝑎

𝑗𝑟
ϵ

𝑟𝑝𝑞
∂

𝑝
𝑉

𝑞
(𝑥

𝑖
)[ ] = 𝑎

𝑗𝑟
𝑊

𝑟
(𝑥

𝑖
).

لاپلاسی
است.برداریمیدانیواسکالرمیدانیکنیدفرض ϕ𝑉

→

∇2ϕ: = ∇ · (∇ϕ) = δ
𝑖𝑗

∂
𝑖
∂

𝑗
ϕ =

𝑖=1

3

∑ ∂
𝑖
2( )ϕ.

∇2𝑉
→

: = ∇ ∇ · 𝑉
→( ) − ∇ × ∇ × 𝑉

→( ).

یکهبردارهایآندرکهدکارتیمختصه‌هایدست‌گاهدر
نیستند،مکانتابع

∇2𝑉
→( )𝑗

: = 𝑒
^

𝑗
· ∇2𝑉

→
=

𝑖=1

3

∑ ∂
𝑖
2( )𝑉

𝑗
 .

می‌کنیم:استفادهBAC-CABاتحادازرابطهایناثباتبرای

∇ × ∇ × 𝑉
→( )[ ]𝑖

= ϵ
𝑖𝑗𝑘

∂
𝑗

ϵ
𝑘𝑙𝑚

(∂
𝑙
𝑉

𝑚
)[ ]

                                      = δ
𝑖𝑙

δ
𝑗𝑚

− δ
𝑖𝑚

δ
𝑗𝑙( )∂

𝑗
∂

𝑙
𝑉

𝑚

.= ∂
𝑖
∇ · 𝑉

→
−

𝑗=1

3

∑ ∂
𝑗
2( )𝑉

𝑖
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تمرین‌.
همانیماتریسبگیرید.نظردرراماتریس.1 𝑃: =− 𝐼𝐼

است؟دورانآیا.دهیدنشاناست. 𝑃𝑃𝑇 = 𝐼𝑃

دهیدنشانوبرداردوبرای.2 𝐴
→

= 𝐴
𝑖
𝑒

𝑖

^
𝐵
→

= 𝐵
𝑖
𝑒

𝑖

^

a.است.بردارآن‌هاجمع
b.است.اسکالرآن‌هاداخلیضرب
c.است.بردارآن‌هاخارجیضرب

دهیدنشاناند.اسکالرمیدانوکنیدفرض.3 ϕ
1

ϕ
2

a.است.اسکالرحاصل‌ضرب ϕ
1
ϕ

2

b.∇(ϕ
1
ϕ

2
) = ϕ

2
∇ϕ

1
+ ϕ

1
∇ϕ

2
 

است.برداریمیدانیواسکالرمیدانیکنیدفرض.4 ϕ𝑉
→

دهیدنشان

a.است.بردارحاصل‌ضرب ϕ𝑉
→

b.∇ · ϕ𝑉
→( ) = ∇ϕ · 𝑉

→
+ ϕ∇ · 𝑉 

→

c.∇ × ϕ𝑉
→( ) = ∇ϕ × 𝑉

→
+ ϕ∇ × 𝑉 

→

𝑞نقطه‌ایبارنظیرالکتریکیپتانسیلمیدان.5 = 4πϵ
0

رابطه‌یبااستنشستهمختصه‌هامبدءدرکه
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راآنلاپلاسیوگرادیانمی‌شود.داده ϕ(𝑥
𝑖
): = 𝑥

→| |
−1

کنید.حساب
الکتریکیدوقطبینظیرالکتریکیپتانسیلمیدان.6

بااستنشستهمختصه‌هامبدءدرکه 𝑝
→

= 4πϵ
0
𝑝
→

0

برداریمی‌شود.دادهرابطه‌ی ϕ(𝑥
𝑖
): = 𝑥

→| |
−3

𝑝
→

0
· 𝑥

→
𝑝
→

0

کنید.حسابراآنلاپلاسیوگرادیاناست.ثابت
برداریمیدانلاپلاسیوواگراییتاو،.7

ثابتبرداریکنید.حسابرا 𝐴
→

: = 𝑥
→| |

−3
𝑚
→

× 𝑥
→( )𝑚

→

است.
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ماکسولمعادله‌های.۲
سهبامی‌کنیم.بررسیراماکسولمعادله‌هایفصلایندر

میدان‌هایمداریتکانه‌یوخطیتکانه‌یانرژی،مفهوم
میدان‌هایدینامیکمی‌شویم.آشناالکترومغناطیسی

جریان‌هایوبارهاازتهیفضایدرمغناطیسیوالکتریکی
درمیدان‌هااینکهمی‌بینیمومی‌کنیمبررسیراالکتریکی

موجهماننورپرتومی‌آمیزند؛همدرموجیحرکتی
فضایدرنورانتشارسرعتواست»الکترومغناطیسی«

است.مستقلناظرازتهی،

مادیمحیطدرالکترومغناطیس
ازچشم‌پوشیبایعنی،3بزرگ-مقیاسدرماکسولقانون‌های

می‌شود.دادهزیررابطه‌یچهارباماده،ساختار

∇. 𝐵
→

(𝑥
→

, 𝑡) = 0,

∇ × 𝐸
→

(𝑥
→

, 𝑡) + ∂
∂𝑡 𝐵

→
(𝑥

→
, 𝑡) = 0

→
,

∇. 𝐷
→

(𝑥
→

, 𝑡) = ρ(𝑥
→

, 𝑡),

3 Macroscopic Electromagnetism
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∇ × 𝐻
→

(𝑥
→

, 𝑡) − ∂
∂𝑡 𝐷

→
(𝑥

→
, 𝑡) = 𝐽

→
(𝑥

→
, 𝑡).

میدانرامیدانوالکتریکیجابه‌جاییمیدانرامیدان 𝐷
→

𝐻
→

هموالکتریکیبارچگالی4می‌نامند.مغناطیسیشدت ρ𝐽
→

ماکسولمعادله‌هایحلبرایاست.الکتریکیجریانچگالی
اولمعادله‌یکنیم.آغازنخستمعادله‌یدوازمی‌توانیم

برداری(پتانسیلنام)بهچونبرداریمیدانیکهمی‌گوید 𝐴
→

کهطوریبههست

𝐵
→

(𝑥
→

, 𝑡) = ∇ × 𝐴
→

(𝑥
→

, 𝑡).

شناختهفارادیالقایقانوننامبهکههمدوممعادله‌ی
پتانسیلنام)بهچوناسکالرمیدانیمی‌گویدمی‌شود ϕ

کهجوریهستاسکالر(

𝐸
→

(𝑥
→

, 𝑡) =− ∇ϕ(𝑥
→

,  𝑡) − ∂
∂𝑡 𝐴

→
(𝑥

→
, 𝑡).

وگاوسقانونازتعمیمی)کهبعدیمعادله‌یدوحلبرای

راومیدانباوبینرابطه‌یبایداند(آمپرقانون 𝐷
→

𝐻
→

𝐸
→

𝐵
→

وابستهمحیطمادیویژه‌گی‌هایبهکهرابطهاینبدانیم.

می‌نامد.مغناطیسیالقایراBومغناطیسیمیدانراHجکسون4
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پدیده‌ی5است.شگفتیازسرشاروپیچیدهاست،
است.آشنامثالیرنگین‌کمان

پیوسته‌گیمعادله‌ی
قانون)تعمیم(ازکهاینبهتوجهبا ∇. ∇ × 𝐻

→
(𝑥

→
, 𝑡)[ ] = 0

چگالیپیوسته‌گیمعادله‌یبهگوسقانون)تعمیم(وآمپر
می‌رسیم.الکتریکیجریانچگالیوبار

∇ · 𝐽
→
(𝑥

→
, 𝑡) + ∂

∂𝑡 ρ(𝑥
→

, 𝑡) = 0.

6لورنتسنیروی

بانقطه‌یازکهالکتریکیبارباذره‌ایبرواردنیروی 𝑞𝑥
→

می‌شود.دادهرابطهاینبامی‌گذردلحظه‌ایسرعت 𝑣
→

𝐹
→

(𝑥
→

) = 𝑞𝐸
→

(𝑥
→

) + 𝑞𝑣
→

× 𝐵
→

(𝑥
→

).

است.تکانهتغییرآهنگنیرو،●
بانقطه‌یبهنسبتذرهمداریتکانه‌یتغییرآهنگ● 𝑂

بااستبرابرمکانبردار 𝑥
→

𝑂

6 Lorentz force

ببینید.راجکسونکتابمقدمه‌یاز۴بخش5
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𝑑
𝑑𝑡 𝐿

→

𝑂
: = 𝑥

→
− 𝑥

→

𝑂( ) × 𝐹
→

(𝑥
→

).

درذرهمکانیکیانرژیتغییروکارانجامآهنگتوان،●

می‌شود.دادهباکهاستزمان 𝐹
→

· 𝑣
→

= 𝑞𝑣
→

· 𝐸
→

نقطه‌یگردحجمبهفضاازکوچکیبسیاربخش ∆𝑉𝑥
→

لحظه‌یدرکهاستذرهتعدادیشاملکهبگیریدنظردررا

می‌کنند.حرکتسرعتباکمابیشهمه‌گی 𝑡𝑣
→

(𝑥
→

, 𝑡)

اینبهمی‌دهیم.نشانباراآن‌هاالکتریکیبارمجموع ∆𝑄

الکتریکیجریانچگالیوالکتریکیبارچگالیفضاازناحیه ρ

می‌دهیم.نسبت 𝐽
→

.ρ(𝑥
→

, 𝑡): =
∆𝑉→0
lim ∆𝑄

∆𝑉 ,             𝐽
→
(𝑥

→
, 𝑡): = ρ(𝑥

→
, 𝑡) 𝑣

→
(𝑥

→
, 𝑡)

می‌شود،واردفضاازناحیهاینبهکهلورنتسینیرویپس
می‌شوددادهزیرعبارتباحددر ∆𝑉 → 0

𝐹
→

(𝑥
→

, 𝑡) = ρ(𝑥
→

, 𝑡) 𝐸
→

(𝑥
→

, 𝑡) + 𝐽
→
(𝑥

→
, 𝑡) × 𝐵

→
(𝑥

→
, 𝑡)[ ]∆𝑉,

برابرحجمواحددرباردارذره‌هایتکانه‌یتغییرآهنگو
بااست

ρ(𝑥
→

, 𝑡) 𝐸
→

(𝑥
→

, 𝑡) + 𝐽
→
(𝑥

→
, 𝑡) × 𝐵

→
(𝑥

→
, 𝑡).
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می‌شود.دادهزیررابطه‌یباهمحجمواحددرتوان

ρ(𝑥
→

, 𝑡) 𝐸
→

(𝑥
→

, 𝑡) · 𝑣
→

(𝑥
→

, 𝑡) = 𝐽
→
(𝑥

→
, 𝑡) · 𝐸

→
(𝑥

→
, 𝑡).

7پوینتینگقضیه‌ی

وهردرکهمی‌دانیمآمپرقانون)تعمیم(از 𝑥
→

𝑡

𝐽
→

= ∇ × 𝐻
→

− ∂
∂𝑡 𝐷

→
.

بااستبرابرحجمواحددرتوانپس

𝐽
→

· 𝐸
→

= 𝐸
→

· ∇ × 𝐻
→

 ( ) − 𝐸
→

· ∂
∂𝑡 𝐷

→( ).

کهمی‌دانیم

∇ · 𝐸
→

× 𝐻
→

 ( ) = ∂
𝑖

ϵ
𝑖𝑗𝑘

𝐸
𝑗
𝐻

𝑘( )
                        = ϵ

𝑖𝑗𝑘
∂

𝑖
𝐸

𝑗( )𝐻
𝑘

− ϵ
𝑖𝑘𝑗

∂
𝑖
𝐻

𝑘( )𝐸
𝑗

                        = ∇ × 𝐸
→

 ( ) · 𝐻
→

− ∇ × 𝐻
→

 ( ) · 𝐸
→

 .

قانونازاستفادهوتوانرابطه‌یدرنتیجهاینجای‌گذاریبا
درمی‌یابیمفارادیالقای

7 Poynting's Theorem
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𝐽
→

· 𝐸
→

+ ∇ · 𝐸
→

× 𝐻
→

 ( ) + 𝐸
→

· ∂
∂𝑡 𝐷

→( ) + 𝐻
→

· ∂
∂𝑡 𝐵

→( ) = 0.

تهیفضایدر

𝐷
→

= ϵ
0
𝐸
→

,              𝐻
→

= 1
µ

0
𝐵
→

,

آنمغناطیسیتراواییضریبوخلأگذردهیکه ϵ
0

µ
0

پساست.

𝐸
→

· ∂
∂𝑡 𝐷

→( ) + 𝐻
→

· ∂
∂𝑡 𝐵

→( ) = ∂
∂𝑡 𝑢,

تعریفزیررابطه‌یباالکترومغناطیسی«انرژی»چگالیکه 𝑢

می‌شود.

.𝑢: =  
ϵ

0

2 𝐸
→| |

2
+

µ
0

2 𝐻
→| |

2

پوینتینگبردارباهمراانرژی«»جریاناگر

𝑆: = 𝐸
→

× 𝐻,
→

درمی‌یابیمکنیمتعریف

∂
∂𝑡 𝑢 + ∇ · 𝑆

→
=− 𝐽

→
· 𝐸

→
.

کهمی‌بینیمگوسقضیه‌یبردنکاربهباهم‌چنین
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𝑑
𝑑𝑡

𝑉
∫ 𝑑3𝑥 𝑢 =−

𝑉
∫ 𝑑3𝑥 𝐽

→
· 𝐸

→
−

𝐴
∮ 𝑑𝑎 𝑛

^
· 𝑆

→( ).

راناحیه‌یکهاستبسته‌ایسطحرابطه،ایندر 𝐴𝑉

بیرونبهکهاستسطحبرعمودبرداراست.دربرگرفته 𝑛
^

بهتفسیرباپسمی‌کند.اشارهانتگرال‌گیریناحیه‌ی 𝑛
^

· 𝑆
→

انرژیچگالیبهتفسیروسطحواحدازانرژیتابشآهنگ 𝑢

تهی(فضای)درماکسولمعادله‌هایازالکترومغناطیسی،
درالکترومغناطیسیانرژیمقدارتغییرآهنگکهمی‌آموزیم

رویبرکارانجامآهنگبااستبرابرفضاازناحیه‌هر
ازانرژیتابشآهنگعلاوه‌یبهناحیه،آندرباردارذره‌های

ناحیه.آن

خطیتکانه‌ی
تکانه‌یچگالیتغییرآهنگکهمی‌آموزیملورنتسنیرویاز

می‌شود.دادهزیرعبارتبازمانباخطی 𝑃
→

∂
∂𝑡 𝑃

→
= ρ𝐸

→
+ 𝐽

→
× 𝐵

→
.
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گوسقانون)تعمیم(وآمپرقانون)تعمیم(کمکبه

بنویسیم.میدان‌هابرحسبراومی‌توانیم ρ(𝑥
→

, 𝑡)𝐽
→
(𝑥

→
, 𝑡)

∂
∂𝑡 𝑃

→
= ∇ · 𝐷 

→( )𝐸
→

+ ∇ × 𝐻
→

− ∂
∂𝑡 𝐷

→
 ( ) × 𝐵

→

.        + ∇ · 𝐵 
→( )𝐻

→
+ ∇ × 𝐸

→
+ ∂

∂𝑡 𝐵
→

 ( ) × 𝐷
→

افزوده‌ایمبهونوشته‌ایمدومخطدرکهآن‌چهالبته ∂
∂𝑡 𝑃

→

می‌دانیماست!صفربامتحد

∇ × 𝐻
→

 ( ) × 𝐵
→

= 𝑒
^

𝑖
 ϵ

𝑖𝑗𝑘
∇ × 𝐻 

→( )𝑗
𝐵

𝑘

                            = 𝑒
^

𝑖
 ϵ

𝑖𝑗𝑘
ϵ

𝑗𝑙𝑚
∂

𝑙
𝐻

𝑚( )𝐵
𝑘

                                        = 𝑒
^

𝑖
∂

𝑘
𝐻

𝑖( )𝐵
𝑘

− 𝑒
^

𝑖
∂

𝑖
𝐻

𝑘( )𝐵
𝑘
 ,

استفادهبک-کباتحادازتساوی،آخریننوشتندرکه
برداردکارتی،مختصه‌هایدست‌گاهدرکهجاآنازکرده‌ایم.

داریماست،مکانازمستقلیکه‌ی 𝑒
^

𝑖

.𝑒
^

𝑖
∂

𝑘
𝐻

𝑖( )𝐵
𝑘

= 𝐵
𝑘
∂

𝑘
𝐻
→

= 𝐵
→

· ∇( )𝐻
→

پس

∇ × 𝐻
→

 ( ) × 𝐵
→

= 𝐵
→

· ∇( )𝐻
→

− 𝐵
𝑘
∇𝐻

𝑘
 .
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کهدرمی‌یابیممشابهمحاسبه‌یبا

∇ × 𝐸
→( ) × 𝐷

→
= 𝐷

→
· ∇( )𝐸

→
− 𝐷

𝑘
∇𝐸

𝑘

کهمی‌بینیماصلی،رابطه‌یدرنتیجهدواینجای‌گذاریبا
∂
∂𝑡 𝑃

→
= ∇ · 𝐷

→
 ( )𝐸

→
+ 𝐷

→
· ∇( )𝐸

→
+ ∇ · 𝐵

→
 ( )𝐻

→
+ 𝐵

→
· ∇( )𝐻

→

− 𝐷
𝑘
∇𝐸

𝑘
+ 𝐵

𝑘
∇𝐻

𝑘( ) − ∂
∂𝑡 𝐷

→
× 𝐵 

→( ).

داریمتهیفضایدر

∇ · 𝐷
→

 ( )𝐸
𝑖

+ 𝐷
→

· ∇( )𝐸
𝑖

= ϵ
0
∂

𝑗
𝐸

𝑖
𝐸

𝑗( ),

,∇ · 𝐵 
→( )𝐻

→
+ 𝐵

→
· ∇( )𝐻

→
= 1

µ
0

∂
𝑗

𝐵
𝑖
𝐵

𝑗( )
𝐷

𝑘
∇𝐸

𝑘
+ 𝐵

𝑘
∇𝐻

𝑘
= ∇𝑢,

.𝑔
→

: = 𝐷
→

× 𝐵
→

= ϵ
0
µ

0 
𝑆
→

پس
∂
∂𝑡 𝑃

𝑖
+ 𝑔

𝑖( ) = ∂
𝑗
𝑇

𝑖𝑗
 ,      𝑇

𝑖𝑗
: = ϵ

0
𝐸

𝑖
𝐸

𝑗
+ 1

µ
0

𝐵
𝑖
𝐵

𝑗
− δ

𝑖𝑗
𝑢.
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خطیتکانه‌یچگالیراو8ماکسولتنشتانسوررا 𝑇𝑔
→

درمی‌یابیمنتیجهاینازمی‌نامیم.الکترومغناطیسیمیدان
وبارهاتکانه‌یمجموعیعنیکل،تکانه‌یتغییراتآهنگکه

بااستبرابرمیدان‌ها،

.𝑑
𝑑𝑡

𝑉
∫ 𝑑3𝑥 𝑃

𝑖
+ 𝑔

𝑖( ) =
𝐴
∮ 𝑇

𝑖𝑗
𝑛

𝑗

راناحیه‌یکهاستبسته‌ایسطحتساوی،ایندر 𝐴𝑉

سطحبرعمودیکه‌یبردارواست،دربرگرفته 𝑛
𝑗

= 𝑒
^

𝑗
· 𝑛

^
𝑛
^

است.

مداریتکانه‌ی
ازمی‌کنیم.محدودتهیفضایبهرابحثبخش،ایندر

تکانه‌یچگالیتغییرآهنگکهمی‌آموزیملورنتسنیروی

𝑥،نقطه‌یبهنسبتباردارذره‌هایمداری
→

𝑂

می‌شود.دادهزیرعبارتبازمانبا، ℓ
→

𝑂
: = 𝑥

→
− 𝑥

→

𝑂( ) × 𝑃
→

∂
∂𝑡 ℓ

→

𝑂
= 𝑥

→
− 𝑥

→

𝑂( ) × ρ𝐸
→

+ 𝐽
→

× 𝐵
→( ).

8 Maxwell stress tensor
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بهنسبتالکترومغناطیسیمیدانمداریتکانه‌یچگالی

تعریفرابطه‌یبارانقطه‌ی 𝑥
→

𝑂
ℓ
→

𝑜

𝐸𝑀
: = 𝑥

→
− 𝑥

→

𝑂( ) × 𝑔
→

می‌دانیمپیشبخشنتیجه‌هایازاستفادهباپسمی‌کنیم.
که

∂
∂𝑡 ℓ

→

𝑂
+ ℓ

→

𝑜

𝐸𝑀( ) = 𝑒
^

𝑖
 ϵ

𝑖𝑗𝑘
𝑥
→

− 𝑥
→

𝑂( )
𝑗
∂

𝑙
𝑇

𝑘𝑙

                                 =  ∂
𝑙
 𝑒

^

𝑖
ϵ

𝑖𝑗𝑘
𝑥
→

− 𝑥
→

𝑂( )
𝑗
 𝑇

𝑘𝑙
⎡⎢⎢⎣

⎤⎥⎥⎦
 .

𝑇کهکرده‌ایمتوجهدومتساویآوردندستبهبرای

نتیجهدرواستمتقارنتانسوری

ϵ
𝑖𝑗𝑘

 ∂
𝑙

𝑥
→

− 𝑥
→

𝑂( )
𝑗

⎡⎢⎢⎣

⎤⎥⎥⎦
 𝑇

𝑘𝑙
= ϵ

𝑖𝑗𝑘
δ

𝑙𝑗
𝑇

𝑘𝑙
= ϵ

𝑖𝑗𝑘
𝑇

𝑘𝑗
= 0.

تعریفبا

𝑀
𝑖𝑙

: = ϵ
𝑖𝑘𝑗

 𝑇
𝑘𝑙

𝑥
→

− 𝑥
→

𝑂( )
𝑗
,

بنویسیم.زیرصورتبهرانتیجهاینمی‌توانیم

∂
∂𝑡 ℓ

→

𝑂
+ ℓ

→

𝐸𝑀( ) + ∂
𝑙

𝑒
^

𝑖
 𝑀

𝑖𝑙( ) = 0.
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موجمعادله‌ی
تابعدو

𝑓
±

(𝑥, 𝑡): = 𝑓
±

(𝑥 ± 𝑣𝑡),            𝑣 > 0,

سمتبهکهمی‌دهدنمایشراموجیبگیرید.نظردررا 𝑓
+

کنیدفرضادعااینتاییدبرایمی‌کند.حرکتمحورچپ 𝑥

که
𝑓

+
(𝑥, 𝑡) = 𝑓

+
(𝑥 + 𝑣𝑡, 0),

نقطه‌ایهردرمقدارلحظه‌یهردریعنی 𝑡 = τ > 0𝑓
+

در()آغازدرکهمقداریبااستبرابرچون 𝑥𝑓
+

𝑡 = 0

نشانمشابهیاستدلالاست!داشتهنقطه‌ی 𝑥 + 𝑣τ

محورراستسمتبهکهاستموجیکهمی‌دهد 𝑓
−

𝑥

می‌کند.حرکت
اند.موجمعادله‌یپاسختابع،‌دوهر

∂
𝑥

2 − 1

𝑣2 ∂
𝑡
2( )𝑓(𝑥, 𝑡) = 0.

منتشرسرعتباکهمیدانیبرایموجعمل‌گربعد،سهدر 𝑣

رابطه‌یبامی‌شود

◻
𝑣
: = 1

𝑣2 ∂
𝑡
2 − ∇2,
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ازتهیفضایدرکهمی‌بینیمبخشایندرمی‌شود.تعریف
الکتریکیجریان‌هایوبارها

◻
𝑐
𝐸
→

(𝑥
→

, 𝑡) = 0,        ◻
𝑐
𝐵
→

(𝑥
→

, 𝑡) = 0,

زیررابطه‌یباالکترومغناطیسیامواجانتشارسرعت،که 𝑐

می‌شود.داده

𝑐: = ϵ
0
µ

0( )− 1
2 .

ماکسولقانون‌هایکهمی‌کنیمتوجهادعا،ایناثباتبرای
زیرصورتبهالکتریکیجریان‌هایوبارهاازتهیفضایدر

می‌شود.داده

∇. 𝐵
→

= 0, ∇ × 𝐸
→

+ ∂
∂𝑡 𝐵

→
= 0

→
,

∇. 𝐸
→

= 0, ∇ × 𝐵
→

− 1

𝑐2
∂
∂𝑡 𝐸

→
= 0

→
.

پس

.∇ × ∇ × 𝐸
→

+ ∂
∂𝑡 𝐵

→
 ( ) = 0

→

اما

∇ × ∇ × 𝐸
→

 ( ) = ∇ ∇ · 𝐸
→

 ( ) − ∇2𝐸
→

=− ∇2𝐸
→

,

و

∇ × ∂
∂𝑡 𝐵

→
 ( ) = ∂

∂𝑡 ∇ × 𝐵
→

 ( ) = 1

𝑐2
∂2

∂𝑡2 𝐸
→

.
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◻.نتیجهدر
𝑐
𝐸
→

= 0
→

تابعیکهبردارهایآندرکهدکارتیمختصه‌هایدست‌گاهدر
موجمعادله‌یدرالکتریکی»میدانگزاره‌ینیستند،مکان
کهاستمعنااینبهمی‌کنند«صدق

1

𝑐2 ∂
𝑡
2 −

𝑖=1

3

∑ ∂
𝑖
2( )𝐸

𝑗
= 0,     𝑗 = 1, 2, 3.

موجمعادله‌یپاسخ
میدانالکتریکی،جریان‌هایوبارهاازتهیفضایدر

کولنمعادله‌یوموجمعادله‌یپاسخالکتریکی، ◻
𝑐
𝐸
→

= 0
→

میدانالکتریکی،میدانمحاسبه‌یازپساست. ∇ · 𝐸
→

= 0
→

می‌آید.دستبهفارادیالقایقانونازمغناطیسی

تک‌فامایستایموج
کنیدفرض

𝐸
→

(𝑥
→

, 𝑡) = 𝐸
→

(𝑥
→

, ω) cos(ω𝑡 + ϕ).

کهدرمی‌یابیمکولنقانونوموجمعادله‌یدرجای‌گذاریبا

∇2 + ω2

𝑐2 ( )𝐸
→

(𝑥
→

, ω) = 0
→

,
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∇ · 𝐸
→

(𝑥
→

, ω) = 0.

بنویسیم.زیرصورتبهمی‌توانیمرااولمعادله‌یپاسخ

.𝐸
→

(𝑥
→

, ω) = 𝐸
→

(𝑘
→

, ω) cos 𝑘
→

· 𝑥
→

+ ψ(𝑘
→

)( ), 𝑘
→| | = ω

𝑐

کهاستپاسخ‌هاییازخطیترکیبکلی‌ترشکلدر 𝐸
→

(𝑥
→

, ω)

کولنقانونازاست.بابرابرآن‌ها()موجبرداراندازه‌ی 𝑘
→ω

𝑐

کهمی‌شودمعلوم

𝑘
→

· 𝐸
→

(𝑘
→

, ω) = 0.

فارادیالقایقانونمغناطیسیمیدانمحاسبه‌یبرای
می‌بریم.کاربهرا

∂
∂𝑡 𝐵

→
(𝑥

→
, 𝑡) = 𝑘

→
× 𝐸

→
(𝑘

→
, ω) sin 𝑘

→
· 𝑥

→
+ ψ(𝑘

→
)( )

× cos ω𝑡 + ϕ( ).

کهدر‌می‌یابیممعادلهاینحلاز

𝐵
→

(𝑥
→

, 𝑡) = 𝑘
→

ω × 𝐸
→

(𝑘
→

, ω) sin 𝑘
→

· 𝑥
→

+ ψ(𝑘
→

)( )
× sin ω𝑡 + ϕ( ).

کهمی‌کنیمتوجهانرژیچگالیمحاسبه‌یبرای

𝐸
→

(𝑥
→

, 𝑡)| |
2

= 𝐸
→

(𝑘
→

, ω)| |
2
cos2 𝑘

→
· 𝑥

→
+ ψ(𝑘

→
)( )

                  × cos2 ω𝑡 + ϕ( ),
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𝐵
→

(𝑥
→

, 𝑡)| |
2

= 𝑐−2 𝐸
→

(𝑘
→

, ω)| |
2
sin2 𝑘

→
· 𝑥

→
+ ψ(𝑘

→
)( )

                 × sin2 ω𝑡 + ϕ( ).

می‌کنیمتوجهکمیت‌هااینزمانیمیانگینمحاسبه‌یبرای
که

< sin2 ω𝑡 + ϕ( ) >= ω
2π

0

2π/ω

∫ 𝑑𝑡 sin2 ω𝑡 + ϕ( ) = 1
2 ,

< cos2 ω𝑡 + ϕ( ) >= 1 − < sin2 ω𝑡 + ϕ( ) >= 1
2 .

بااستبرابرانرژیچگالیزمانیمیانگینپس

𝑢‾ =
ϵ

0

4 𝐸
→

(𝑘
→

, ω)| |
2

.

است.آسانپوینتینگبردارمحاسبه‌ی

𝑆
→

= 1
µ

0
𝐸
→

(𝑥
→

, 𝑡) × 𝐵
→

(𝑥
→

, 𝑡)

   = 𝑘
→

4µ
0
ω 𝐸

→
(𝑘

→
, ω)| |

2
sin 2𝑘

→
· 𝑥

→
+ 2ψ(𝑘

→
)( )

    × sin 2ω𝑡 + 2ϕ( ).

برده‌ایم.کاربهرازیرمثلثاتیاتحادنتیجه،ایننوشتنبرای
sin(2ϕ) = 2 sin ϕ cos ϕ.
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است.صفرپوینتینگبردارزمانیمیانگینکهاستروشن
هم‌خوانداریمانتظارایستاموجازکهآن‌چهبانتیجهاین

اگرکلیطوربهاست.

𝐸
→

(𝑥
→

, 𝑡) = 𝐸
→

(𝑥
→

, ω) cos(ω𝑡 + ϕ),

کهمی‌شوددیدهفارادیالقایقانوناز

𝐵
→

(𝑥
→

, 𝑡) =− ω−1∇ × 𝐸
→

(𝑥
→

, ω) sin(ω𝑡 + ϕ),

نتیجهدرو

𝑆
→

=− 1
2µ

0
ω 𝐸

→
(𝑥

→
, 𝑡) × ∇ × 𝐸

→
(𝑥

→
, ω)( )[ ] sin(2ω𝑡 + 2ϕ).

تک‌فامرونده‌یموج
کنیدفرض

𝐸
→

(𝑥
→

, 𝑡) = 𝐸
→

(𝑘
→

, ω) cos(ω𝑡 − 𝑘
→

· 𝑥
→

+ ϕ).

کهدرمی‌یابیمکولنقانونوموجمعادله‌یدرجای‌گذاریبا

𝑘
→| | = ω

𝑐 , 𝑘
→

· 𝐸
→

(𝑘
→

, ω) = 0.

کهاستپاسخ‌هاییازخطیترکیبکلی‌ترشکلدر 𝐸
→

(𝑥
→

, ω)

است.بابرابرآن‌ها()موجبرداراندازه‌ی 𝑘
→ω

𝑐
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فارادیالقایقانونمغناطیسیمیدانمحاسبه‌یبرای
می‌بریم.کاربهرا

∂
∂𝑡 𝐵

→
(𝑥

→
, 𝑡) =− 𝑘

→
× 𝐸

→
(𝑘

→
, ω) sin(ω𝑡 − 𝑘

→
· 𝑥

→
+ ϕ).

پس

𝐵
→

(𝑥
→

, 𝑡) = 𝑘
→

ω × 𝐸
→

(𝑘
→

, ω) cos(ω𝑡 − 𝑘
→

· 𝑥
→

+ ϕ).

تساویاز

𝐸
→

(𝑥
→

, 𝑡)| |
2

= 𝑐2 𝐵
→

(𝑥
→

, 𝑡)| |
2
,

باآنزمانیمیانگینوانرژیچگالیکهدرمی‌یابیم
می‌شود.دادهزیرتساوی‌های

𝑢 = ϵ
0

𝐸
→

(𝑥
→

, 𝑡)| |
2
, < 𝑢 >=

ϵ
0

2 𝐸
→

(𝑘
→

, ω)| |
2

.

می‌رسیم.مهمینتیجه‌یبهپوینتینگبردارمحاسبه‌یبا

,𝑆
→

= 𝑐 𝑢 𝑘
^

𝑘
^
: = 𝑘

→

𝑘
→| |

.

زمانیمیانگینداریم،انتظارروندهموجمفهومازکهآن‌چنان
است.ناصفرپوینتینگبردار
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تمرین

موجانتشارسرعت،عددیمقدار.1 𝑐 = ϵ
0
µ

0( )− 1
2

جریان‌هایوبارهاازتهیفضایدرالکترومغناطیسی
راعدداینلِخت‌یناظرکدامکنید.حسابراالکتریکی،
سرعت‌هایقانونازنتیجهاینآیااست؟کردهمحاسبه

می‌کند؟پیرویگالیلهنسبیتدرنسبی
جریان‌هایوبارهاازتهیفضایدرکهدهیدنشان.2

◻.الکتریکی
𝑐
𝐵
→

(𝑥
→

, 𝑡) = 0
→

ِمغناطیسیوالکتریکیمیدان‌هایازفضا،ازناحیه‌ای.3
است.آکندهزمان«از»مستقل

a.توصیفمعادله‌هاییچهبامیدان‌هااین
می‌شوند؟

b.است.ناحیهایندربستهسطحیکنیدفرض 𝐴

کنید.حسابرا
𝐴
∫ 𝑑𝑎 𝑆

→
· 𝑛

^

بهکهشعاعبهدایره‌ایمسطحصفحه‌یدوازخازنی.4 𝑎

است.شدهساختهدارندقراریک‌دیگرازفاصله‌ی 𝑑
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فرضاست.شدنباردارحالدرثابتجریانباخازن 𝐼

است.یک‌نواختصفحهدوبینالکتریکیمیدانکنید
a.رویرامغناطیسیوالکتریکیمیداناندازه‌ی

𝐴()صفحهدوبینناحیه‌یِاستوانه‌ایسطح
کنید.حساب

b.حسابرویراانتگرالوپوینتینگبردار 𝑆
→

· 𝑛
^

𝐴

کنید.
c.حسابراخازندرشدهذخیرهانرژیتغییرآهنگ

کنید.
اندازه‌یوالکتریکیمقاومتبااستوانه‌ایسیمی.5 𝑅

برداراست.پایایِجریانحامل،مقطعسطح 𝐴𝐼

ازقطعه‌ایِسطحرویراانتگرالوپوینتینگ 𝑆
→

· 𝑛
^

کنید.حسابطولبهسیم 𝐿

وبارهاازتهیفضایدرالکتریکیمیدانکنیدفرض.6
می‌شود.دادهزیررابطه‌یباالکتریکی،جریان‌های

𝐸
→

(𝑥
→

, 𝑡) = 𝐸
0

sin(𝑘𝑧 − ω𝑡)𝑒
^

1
,     𝑧: = 𝑒

^

3
· 𝑥

→
.

a.بیابید.رامغناطیسیمیدان
b.بیابید.رابسامدوموجعددبینرابطه‌ی 𝑘ω
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c.حسابراماکسولتنشتانسوروپوینتینگبردار
کنید.

ازناحیه‌یدرالکتریکیمیدانکنیدفرض.7 𝑦 ∈ (0, 𝐿)

زیررابطه‌یباالکتریکیجریان‌هایوبارهاازتهیفضای
می‌شود.داده

𝐸
→

(𝑥
→

, 𝑡) = 𝐸
0

sin 𝑛π𝑦
𝐿  sin(𝑘𝑧 − ω𝑡)𝑒

^

1
,   𝑛 ∈ ℕ.

a.دارد.قراررساناصفحه‌ایدرکنیدفرض 𝑦 = 0

کنید.حسابراآنالکتریکیبارسطحیچگالی
b.راناحیه‌یدرمغناطیسیمیدان 𝑦 ∈ (0, 𝐿)

بیابید.
c.بیابید.رابسامدوموجعددبینرابطه‌ی 𝑘ω

d.حسابراماکسولتنشتانسوروپوینتینگبردار
کنید.

قراررساناصفحه‌یدوودرکنیدفرض.8 𝑦 = 0𝑦 = 𝐿

جریان‌هایوبارهاازناحیه‌یودارد 𝑦 ∈ (0, 𝐿)

مغناطیسیمیدانکهکنیدفرضاست.تهیالکتریکی
می‌شود.دادهزیررابطه‌یباناحیهایندر

𝐵
→

(𝑥
→

, 𝑡) = 𝐵
0

sin 𝑦
λ + ϕ( ) sin(𝑘𝑧 − ω𝑡)𝑒

^

1
.

a.بیابید.راالکتریکیمیدان
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b.ودرالکتریکیمیدانکهآنبهتوجهبا 𝑦 = 0

راومجازمقدارهایاست،صفر 𝑦 = 𝐿λϕ

کنید.تعیین
c.بیابید.رابسامدوموجعددبینرابطه‌ی 𝑘ω

d.حسابراماکسولتنشتانسوروپوینتینگبردار
کنید.

نارسانا،خطی،محیطیبرایراپوینتینگقضیه‌ی.9
ضریبوگذردهیباناپاشندهوهم‌سان‌گردهم‌گن، ϵ

کنیدفرضیعنیکنید.بازنویسیمغناطیسیتراوایی µ

که

𝐷
→

= ϵ𝐸
→

,                𝐵
→

: = µ𝐻
→

,

بگیرید.زمانومکانازمستقلاسکالر‌هاییراوو ϵµ

آورید.دستبهراپوینتینگبرداروانرژیچگالی
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نورشکستوبازتاب.۳
راتک‌فامنورشکستوبازتابقانون‌هایفصلایندر

محورراستایدرفضاکهمی‌کنیمفرضمی‌کنیم.مطالعه
نیم‌فضاهراست.شدهتقسیمنیم‌فضادوبهمبدءازسوم،

ضریبوگذردهیباهمسان‌گردوهم‌گنخطی،ماده‌ایبا ϵ

است.شدهپرمغناطیسیتراوایی µ

دومرزدروعمودیمئلفه‌هایکهدیدخواهیمآغازدر 𝐵
→

𝐷
→

ومماسیمئلفه‌هایهم‌چنیناست.پی‌وستهناحیه 𝐻
→

𝐸
→

پاسخیبرایراماکسولمعادله‌هایسپساست.پی‌وسته
آن،ازپسمی‌کنیم.بازنویسی9هم‌آهنگزمانیبسته‌گیبا

محوریک‌سویازآن،درکهمی‌گیریمنظردرراچیدمانی
آنازبخشیمی‌تابد،مرزبهدوردستازتختیموجسوم،

پرتوهایمی‌دهیمنشانمی‌گذرد.بخشیومی‌شودبازتابیده
زاویه‌یومی‌نشینندتابشصفحه‌یبرکرده،گذروبازتابیده

برایهمرااسنلقانوناست.برابرتابشزاویه‌یبابازتاب
قطبش‌هایمی‌آوریم.دستبهشکستزاویه‌یمحاسبه‌ی

ومی‌کنیممعرفیراتابشصفحه‌یباموازیوعمود

9 Harmonic time dependence
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محاسبهقطبشهرنظیرراگذروبازتابضریب‌های
می‌کنیم.

10مرزیشرط‌های

ووعمودیمئلفه‌هایکهمی‌بینیمبخشایندر 𝐵
→

𝐷
→

است.پی‌وستهناحیهدومرزدرومماسیمئلفه‌های 𝐻
→

𝐸
→

از،سوم،محورراستایدرفضامی‌کنیمفرضما 𝑧: = 𝑥
3

ناحیهدومرزپساست.شدهتقسیمنیم‌فضادوبهمبدء
است.صفحه‌یبرمنطبق (𝑥, 𝑦)

𝑥: = 𝑥
1
,             𝑦: = 𝑥

2
 .

وهم‌گنخطی،ماده‌ایبابالایینیم‌فضای 𝑧 > 0

ومغناطیسیتراواییضریبوگذردهیباهم‌سان‌گرد ϵ
2

µ
2

وهم‌گنخطی،ماده‌ایباپایینینیم‌فضای 𝑧 < 0

مغناطیسیتراواییضریبوگذردهیباهم‌سان‌گرد ϵ
1

µ
1

است.شدهپر

10 Boundary conditions
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وعمودیمئلفه‌هایپی‌وسته‌گی 𝐵
→

𝐷
→

سطحوطولبهراِشکلاستوانه‌ایِگوسیِسطح 𝑆2ℓ

درکفه‌هاکهجوریبگیرید،نظردرمقطع 𝐴𝑧 =± ℓ

قضیه‌یازمی‌نامیم.رااستوانهایندرونحجمبنشینند. 𝑉

کهمی‌دانیمگوس

0 =
𝑉
∫ 𝑑3𝑥 ∇ · 𝐵

→
=

𝑆
∮ 𝑑𝑎 𝐵

→
· 𝑛

^
.

انتگرال،ناصفرومتناهیمقداربرایوحددر ℓ → 0𝐴

بهمربوطیکیجمله،دوجمعبهراست،سمتسطحی
درپایینیکفه‌یبهمربوطدیگریودربالاییکفه‌ی 𝑧 = ℓ

دروبالاییکفه‌یدرچونفرومی‌کاهد. 𝑧 =− ℓ𝑛
^

= 𝑒
^

3

کهمی‌گیریمنتیجه،پایینیکفه‌ی 𝑛
^

=− 𝑒
^

3

𝐴
∫ 𝑑𝑎 𝐵

3
𝑥, 𝑦, 0−( ) =

𝐴
∫ 𝑑𝑎 𝐵

3
𝑥, 𝑦, 0+( ),

تساوی،این‌درکه

𝐵
3

𝑥, 𝑦, 0±( ): =
ℓ→0
lim 𝐵

3
𝑥, 𝑦, ± ℓ( ).

42



فرضبگیریم،نتیجه‌ایتساویاینازبتوانیمکهآنبرای
شعاعبهقرصیصفحه‌یرویکفه‌هاتصویرکهکنید (𝑥, 𝑦)

قضیه‌یازاستفادهبااست.نقطه‌یمرکزبه 𝑅(𝑥
0
, 𝑦

0
)

کهدرمی‌یابیمحددرومیانگینمقدار 𝑅 → 0

𝐵
3

𝑥
0
, 𝑦

0
, 0−( ) = 𝐵

3
𝑥

0
, 𝑦

0
, 0+( ).

سطحیبارهاینبوددرکهمی‌بینیممشابهاستدلالیبا

𝐷
3

𝑥
0
, 𝑦

0
, 0−( ) = 𝐷

3
𝑥

0
, 𝑦

0
, 0+( ).

کهمی‌گیریمنتیجه‌است،دل‌خواهنقطه‌یچون (𝑥
0
, 𝑦

0
)

اند.پی‌وسته‌مرزدروعمودیمئلفه‌های 𝐵
→

𝐷
→

یادداشت
آن‌گاهباشدناصفرناحیهدومرزدرسطحیبارچگالیاگر

ℓ→0
lim

𝑉
∫ 𝑑3𝑥 ∇ · 𝐷

→
=

ℓ→0
lim 𝑄 = ∫ 𝑑𝑎 σ(𝑥, 𝑦),

بارچگالیوحجمدرونالکتریکیبارکه 𝑄𝑉σ(𝑥, 𝑦)

است.مرزدرسطحی

𝐴
∫ 𝑑𝑎 𝐷

3
𝑥, 𝑦, 0+( ) −

𝐴
∫ 𝑑𝑎 𝐷

3
𝑥, 𝑦, 0−( ) = ∫ 𝑑𝑎 σ(𝑥, 𝑦).
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کهمی‌کندحکممیانگینمقدارقضیه‌یحددر 𝑅 → 0

𝐷
3

𝑥
0
, 𝑦

0
, 0+( ) − 𝐷

3
𝑥

0
, 𝑦

0
, 0−( ) = σ(𝑥

0
, 𝑦

0
).

ومماسیمئلفه‌هایپی‌وسته‌گی 𝐸
→

𝐻
→

بهعرضوطولبهرامستطیلشکلبهحلقه‌ای 2𝐿2ℓ

دردرازضلعدوکهجوریبگیرید،نظردرمقطعسطح 𝐴

درمستطیلکنیدفرضساده‌گیبرایبنشینند. 𝑧 =± ℓ

ضلع‌هایواستنشستهصفحه‌یموازیصفحه‌ای (𝑥, 𝑧)

راانتگرال‌گیریمسیراند.یکممحورموازیمستطیلدراز 𝐶

ضلعرویکهمی‌کنیمتعریفجوریمستطیلمحیطروی
قاعده‌یازکنیم.حرکتمحورمثبتراستایدربالایی 𝑥

مستطیلسطحبرعمودبردارکهمی‌بینیمراستدست 𝑒
^

2

فارادیالقایقانونواستوکسقضیه‌یترکیبازاست.
کهمی‌بینیم

𝑑
𝑑𝑡

𝐴
∫ 𝑑𝑎 𝐵

→
· 𝑒

^

2
=−

𝐴
∫ 𝑑𝑎 ∇ × 𝐸

→
· 𝑒

^

2
=−

𝐶
∮ 𝐸

→
· 𝑑𝑥

→
.

ایندراست.صفربابرابرحددرچپسمتجمله‌ی ℓ → 0

صفرهمراستسمتجمله‌یدرکوتاهضلع‌هایسهمحد،
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بابرابردراز،ضلعدونظیرانتگرال‌هایمجموعپساست.
است:صفر

∫ 𝑑𝑥 𝐸
1

𝑥, 𝑦, 0+( ) − ∫ 𝑑𝑥 𝐸
1

𝑥, 𝑦, 0−( ) = 0.

رویدرازضلع‌هایِ‌میانینقطه‌یتصویرکنیدفرض (𝑥
0
, 𝑦

0
)

مقدارقضیه‌یاز،حددرباشد.صفحه‌ی (𝑥, 𝑦)𝐿 → 0

می‌خوانیممیانگین

𝐸
1
 𝑥

0
, 𝑦

0
, 0−( ) =  𝐸

1
𝑥

0
, 𝑦

0
, 0+( ).

ومحور‌هایانتخابناحیه،دومرزتوصیفدرچون 𝑥𝑦

هردرمماسیمئلفه‌یکهمی‌گیریمنتیجه‌استدل‌خواه 𝐸
→

اینتاییدبرایاست.پی‌وسته‌مرز،رویدلخواهینقطه‌ی
می‌کنیم.بازنویسیزیرصورتبهرابالارابطه‌یادعا

𝑒
^

1
· 𝐸

→
 𝑥

0
, 𝑦

0
, 0+( ) − 𝐸

→
𝑥

0
, 𝑦

0
, 0−( )⎡⎢⎣

⎤⎥⎦ = 0.

کهمختصه‌هایدست‌گاهدرمحاسبهتکراربا 𝑒
^
'
1
, 𝑒

^
'
2
, 𝑒

^

3( )
کهمی‌یابیمدرمی‌آیددستبهسوممحورگردبهدورانیبا

𝑒
^
'
1

· 𝐸
→

 𝑥'
0
, 𝑦'

0
, 0+( ) − 𝐸

→
𝑥'

0
, 𝑦'

0
, 0−( )⎡⎢⎣

⎤⎥⎦ = 0.
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مئلفه‌یدوهربایداست،دل‌خواهدورانمیزانچون
رانتیجهاینباشد.پی‌وسته‌مرزدرالکتریکیمیدانمماسی

کنیم.بیانهمزیرصورتبهمی‌توانیم

𝑒
^

3
× 𝐸

→
 𝑥

0
, 𝑦

0
, 0−( ) =  𝑒

^

3
× 𝐸

→
𝑥

0
, 𝑦

0
, 0+( ).

واستوکسقضیه‌یترکیبازمشابه،استدلالبا

هردرمماسیمئلفه‌یکهدرمی‌یابیمآمپرقانون)تعمیم( 𝐻
→

است.پی‌وسته‌مرز،رویدلخواهینقطه‌ی

یادداشت
ناصفرناحیهدومرزدرسطحیالکتریکیجریانچگالیاگر

آن‌گاهباشد

ℓ→0
lim

𝑉
∫ 𝑑𝑎 ∇ × 𝐻

→
· 𝑒

^

2
=

ℓ→0
lim 𝐼

𝐴
= ∫ 𝑑𝑥 𝑗

→
(𝑥, 𝑦) · 𝑒

^

2
,

جریانچگالی،حجمدرونالکتریکیجریانکه 𝐼
𝐴

𝑉𝑗
→
(𝑥, 𝑦)

است.مرزدرسطحی

∫ 𝑑𝑥 𝐻
1

𝑥, 𝑦, 0+( ) − ∫ 𝑑𝑥 𝐻
1

𝑥, 𝑦, 0−( ) = ∫ 𝑑𝑥 𝑗
2
(𝑥, 𝑦).
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𝐿حددرمیانگینمقدارقضیه‌یازاستفادهباپس → 0

کهدرمی‌یابیم

𝐻
1

𝑥, 𝑦, 0+( ) −  𝐻
1

𝑥, 𝑦, 0−( ) =  𝑗
2
(𝑥, 𝑦).

می‌گیریمنتیجه‌استدل‌خواهومحور‌هایانتخابچون 𝑥𝑦

که

𝑒
^

3
× 𝐻

→
 𝑥

0
, 𝑦

0
, 0+( ) −  𝑒

^

3
× 𝐻

→
𝑥

0
, 𝑦

0
, 0−( ) = 𝑗

→
(𝑥

0
, 𝑦

0
).

تک‌فامپاسخ‌های
جریان‌هایوبارهاازتهیمحیطیدرماکسول،معادله‌های

اند.صورتاینبهالکتریکی

∇ · 𝐷
→

= 0,         ∇ × 𝐸
→

+ ∂
∂𝑡 𝐵

→
= 0

→
,

∇ · 𝐵
→

= 0,         ∇ × 𝐻
→

− ∂
∂𝑡 𝐷

→
= 0

→
.

زمانیبسته‌گیباپاسخیبرایرامعادله‌هااینبخشایندر
می‌کنیم.بازنویسی11هم‌آهنگ

11 Harmonic time dependence
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اگریعنیاندخطیمعادله‌هااینکهمی‌کنیمتوجهآغازدر

پاسخدوومیدان‌های 𝐸
→

1
, 𝐷

→

1
, 𝐵

→

1
, 𝐻

→

1( )𝐸
→

2
, 𝐷

→

2
, 𝐵

→

2
, 𝐻

→

2( )
آن‌گاهدل‌خواه،عدددوهموباشند 𝑎,  𝑏 ∈ ℂ

𝑎𝐸
→

1
+ 𝑏𝐸

→

2
, 𝑎𝐷

→

1
+ 𝑏𝐷

→

2
, 𝑎𝐵

→

1
+ 𝑏𝐵

2

→
, 𝑎𝐻

→

1
+ 𝑏𝐻

2

→( )
ماکسول،معادله‌هایحلبرایپساست.دیگریپاسخ

ازحقیقیتابع‌هاییمیدان‌ها،بپنداریمکهنیستضروری
آن،درکهاستپاسخیتک‌فام،پاسخاند.زمانوفضا

بسامداست.صورتبهمیدان‌هازمانیبسته‌گی 𝑒−𝑖ω𝑡ω

پساست.حقیقیعددی

∂
∂𝑡 𝐵

→
=− 𝑖ω𝐵

→
,     ∂

∂𝑡 𝐷
→

=− 𝑖ω𝐷
→

.

یادآوری
آن‌گاهاند.حقیقیعددهایوکنیدفرض ϕψ

𝑒𝑖ϕ: = cos ϕ + 𝑖 sin ϕ,       𝑒𝑖ϕ𝑒𝑖ψ: = 𝑒𝑖(ϕ+ψ).

نتیجهدروکهمی‌بینیمتعریفایناز 𝑒
𝑖π
2 = 𝑖

𝑖2 = 𝑒
𝑖π
2( )2

= 𝑒𝑖π = cos π =− 1.

48



می‌آموزیمهم‌چنین

cos(ϕ + ψ) = cos ϕ cos ψ − sin ϕ sin ψ,

sin(ϕ + ψ) = cos ϕ sin ψ + sin ϕ cos ψ.

***

محیطیدربسامدبهتک‌فامنوربرایماکسولمعادله‌ی ω

است.صورتاینبهالکتریکیجریان‌هایوبارهاازتهی

∇ · 𝐷
→

(𝑥
→

, ω) = 0,         ∇ × 𝐸
→

(𝑥
→

, ω) − 𝑖ω𝐵
→

(𝑥
→

, ω) = 0
→

,

∇ · 𝐵
→

(𝑥
→

, ω) = 0,         ∇ × 𝐻
→

(𝑥
→

, ω) + 𝑖ω𝐷
→

(𝑥
→

, ω) = 0
→

.

دراند.مختلطتابع‌هاییمیدان‌هاهمه‌یمعادله‌هاایندر
هم‌سان‌گردوهم‌گنخطی،محیط،کهمی‌پنداریمادامه
پساست.

𝐷
→

(𝑥
→

, ω) = ϵ(ω) 𝐸
→

(𝑥
→

, ω),     𝐵
→

(𝑥
→

, ω) = µ(ω) 𝐸
→

(𝑥
→

, ω),

تابعدوایناند.مختلطتابعدووکه ϵ(ω)µ(ω)

می‌کنند.نماینده‌گیرامحیط12پاشنده‌گی

12 dispersion.
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تختموج
آن‌هاپاسخمی‌توانیماند،خطیماکسولمعادله‌هایچون

هربنویسیم.تختموج‌هایازخطیترکیبیصورتبهرا
می‌شود.معرفیآنالکتریکیمیدانباتخت،موج

𝐸
→

(𝑥
→

, ω) = 𝐸
→

0
𝑒𝑖𝑘

→
·𝑥

→
−𝑖ω𝑡.

بردارازمختلطتابعیکهاستالکتریکیمیداندامنه‌ی 𝐸
→

0

کهاستپیداگوسقانون)تعمیم(ازاست.موج 𝑘
→

𝑘
→

· 𝐸
→

0
= 0.

کهمی‌شودمعلومفارادیالقایمعادله‌یاز

𝐵
→

(𝑥
→

, ω) = 𝐵
→

0
𝑒𝑖𝑘

→
·𝑥

→
−𝑖ω𝑡, 𝐵

→

0
: = ω−1𝑘

→
× 𝐸

→

0
.

کهدر‌می‌یابیمآمپرقانون)تعمیم(درجای‌گذاریبا

𝑘
→

· 𝑘
→

= µ(ω)ϵ(ω)ω2.

می‌شود.تعریفزیررابطه‌یبامحیطشکستضریب
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𝑛: = 𝑐 µ(ω)ϵ(ω),     𝑐: = 1

µ
0
ϵ

0

.

برداروشکستضریبموهومیوحقیقیبخش‌هایاگر
کهمی‌بینیم،‌13دهیمنشانواندیس‌هایباراموج 𝑟𝑖

𝑘
→

𝑟
· 𝑘

→

𝑟
− 𝑘

→

𝑖
· 𝑘

→

𝑖
= 𝑛

𝑟
2 − 𝑛

𝑖
2( ) ω2

𝑐2 ,    𝑘
→

𝑟
· 𝑘

→

𝑖
= 𝑛

𝑟
𝑛

𝑖
ω2

𝑐2 .  

است،حقیقیشکستضریبکهمحیط‌هاییدر
راستایبرعمودجهتدرموجدامنه‌ییعنی. 𝑘

→

𝑟
· 𝑘

→

𝑖
= 0

بهمی‌شود،تعیینموجبردارحقیقیبخشباکهآن،انتشار
موهومیبخشکهآن‌مگرمی‌یابدافزایشنماییصورت

کهکنیدتوجهادعااینتاییدبرایباشد.صفرموجبردار

𝐸
→

0
𝑒

𝑖𝑘
→

·𝑥
→

−𝑖ω𝑡
= 𝐸

→

0
𝑒

−𝑘
→

𝑖
·𝑥

→

 ( )𝑒
𝑖(𝑘

→

𝑟
·𝑥

→
−ω𝑡)

.

موهومیوحقیقیبخش‌هاییعنیاپتیکی،ثابت‌هایکهاسترایج‌13
ازناشیخطایازپرهیزبرایمادهند.نشانkوnباراشکستضریب

نمی‌کنیم.استفادهنمادهااینازنام‌گذاری،درمشابهت
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شکستوبازتاب
ازآن،درکهمی‌گیریمنظردرراچیدمانیبخشایندر

مرزبهدوردستازتختیموجسوم،محورچپسمت
می‌گذرد.بخشیومی‌شودبازتابیدهآنازبخشیمی‌تابد،

ناحیه‌یرانیم‌فضایو۱ناحیه‌یرانیم‌‌فضای 𝑧 < 0𝑧 > 0

که،۱ناحیه‌یشکستضریبکهمی‌کنیمفرضمی‌نامیم.۲
است.مثبتوحقیقیکمیتیمی‌دهیم،نشانبا 𝑛

1

ترکیباز۱ناحیه‌یدرالکتریکیمیدانمی‌کنیمفرض

15بازتابیده‌یموجو‌14تابیده‌یموجخطی 𝐸
→

(𝑥
→

, ω)𝐸
→

''(𝑥
→

, ω)

است.شدهتشکیل

𝐸
→

(𝑥
→

, ω) = 𝐸
→

0
 𝑒𝑖𝑘

→
·𝑥

→
−𝑖ω𝑡, 𝐸

→
''(𝑥

→
, ω) = 𝐸

→

0
'' 𝑒𝑖𝑘''

→
·𝑥

→
−𝑖ω𝑡,

اند،حقیقیوموجبرداردوهرکه 𝑘
→

𝑘
→

''

|𝑘
→

| = |𝑘''
→

| =
𝑛

1
ω

𝑐 ,

و

𝑘
→

· 𝑒
^

3
> 0, 𝑘''

→
· 𝑒

^

3
< 0.

15 Reflected wave
14 Incident wave
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جهتدرتابیدهموجکهاستمعنااینبهدرخواست‌هااین
درمحورآنمنفیجهتدربازتابیدهموجومحورمثبت 𝑧

موجیباهمرا۲ناحیه‌یدرالکتریکیمیداناست.حرکت
می‌کنیم.توصیف(16)شکسته‌گذرکرده

𝐸
→

'(𝑥
→

, ω) = 𝐸
→

0
' 𝑒𝑖𝑘'

→
·𝑥

→
−𝑖ω𝑡.

موجاینچونباشد.مختلط۲ناحیه‌یدرموجعددشاید
درخواستکند،حرکتمحورمثبتراستایدرباید 𝑧

می‌کنیم

𝑘'
𝑟

→
· 𝑒

^

3
> 0.

گذرکردهوبازتابیدهتابیده،‌موج‌هایازترکیبیچنینآیا
درپرسشاینپاسخاست؟ماکسولمعادله‌هایازپاسخی

است.نهفتهمرزیشرط‌های

شکستوبازتابزاویه‌یتابش،صفحه‌ی
می‌دهیمنشانمرزیشرط‌هایبررسیبابخشایندر

ومی‌نشینندتابشصفحه‌یبرشکسته،وبازتابیدهپرتوهای

16 Refracted wave
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همرااسنلقانوناست.برابرتابشزاویه‌یبابازتابزاویه‌ی
می‌آوریم.دستبهشکستزاویه‌یمحاسبه‌یبرای

مئلفه‌هایبینخطیرابطه‌ایمرزی،شرطازنوعیهر
است.مرزرویبر۲و۱ناحیه‌یدرالکتریکیمیدان

ϵ
1
𝑒
^

3
· 𝐸

→

0
𝑒𝑖𝑘

→
·ρ
→

+ 𝐸
→

0
'' 𝑒𝑖𝑘''

→
·ρ
→( ) = ϵ

2
𝑒
^

3
· 𝐸

→

0
' 𝑒𝑖𝑘'

→
·ρ
→

,

𝑒
^

3
× 𝐸

→

0
𝑒𝑖𝑘

→
·ρ
→

+ 𝐸
→

0
'' 𝑒𝑖𝑘''

→
·ρ
→( ) = 𝑒

^

3
× 𝐸

→

0
' 𝑒𝑖𝑘'

→
·ρ
→

,

پساست.صفحه‌یدردل‌خواهبرداریکه ρ
→

𝑥, 𝑦( )

𝑘
→

· ρ
→

= 𝑘'
→

· ρ
→

= 𝑘
→

'' · ρ
→

.

𝐾موجبردارهربرایکهآن‌جااز
→

∈ {𝑘
→

, 𝑘'
→

, 𝑘''
→

}

𝐾
→

· ρ
→

= 𝐾⊥ · ρ
→

, 𝐾⊥: =
𝑗=1

2

∑ 𝐾
→

· 𝑒
^

𝑗( )𝑒
^

𝑗
 ,

کهمی‌گیریمنتیجه

𝑘⊥ = 𝑘''⊥ = 𝑘'
𝑟

⊥, 𝑘'
𝑖
⊥ = 0.

یادآوری

𝑘'
→

𝑟
: = 𝑅𝑒(𝑘'

→
), 𝑘'

→

𝑖
: = 𝐼𝑚(𝑘'

→
).
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کهصفحهایناند.نشسته‌صفحهیکدرو،پس 𝑘
→

𝑘'
→

𝑘''
→

می‌شود.نامیده17تابشصفحه‌یاست،وشامل 𝑘
→

𝑒
^

3

,𝑥صفحه‌یبرمنطبقراتابشصفحه‌یپس،ایناز  𝑧( )

می‌کنیمفرضیکممحورمناسبانتخابباومی‌گیریم

𝑘
→

· 𝑒
^

1
> 0.

زاویه‌یوتابشزاویه‌یکهدرمی‌یابیمتساویاز 𝑘⊥ = 𝑘''⊥θ

کهچرااندبرابرهمبابازتابش θ''

𝑘⊥ =
𝑛

1
ω

𝑐 sin θ 𝑒
^

1
, 𝑘''⊥ =

𝑛
1
ω

𝑐 sin θ'' 𝑒
1

^
.

17 Plane of incidence

55



هم۲محیطشکستضریبکهمی‌کنیمفرضپس،‌ایناز
وضعیتدودررامسئلهواستمثبتوحقیقیعددی

می‌کنیم.بررسیمتفاوت

1.𝑛
2

> 𝑛
1

قانونهم‌ارزتساویچیدمانی،چنیندر 𝑘⊥ = 𝑘
𝑟
'⊥

استشکستزاویه‌یوتابشزاویه‌یبرایاسنل θθ'

کهچرا

𝑘
𝑟
'⊥ =

𝑛
2
ω

𝑐 sin θ' 𝑒
^

1
.

نتیجهدر.پس 𝑛
1

sin θ = 𝑛
2

sin θ'

sin θ' =
𝑛

1

𝑛
2

 sin θ < 1,

وچون.و 𝑘
→

'
𝑟

· 𝑒
^

3
≠ 0𝑘'

→

𝑖
= 𝑘'

𝑖
𝑒
^

3
𝑘'
→

𝑟
· 𝑘'

→

𝑖
= 0

'𝑘.کهدرمی‌یابیم
𝑖

= 0

حدیمقدارازتابشزاویه‌یاگر..2 𝑛
2

< 𝑛
1

θ
𝑐
: = arcsin 

𝑛
2

𝑛
1

,
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اگر.واستبرقراراسنلقانونباشد،کوچک‌تر 𝑘'
𝑖

= 0

از.و،آن‌گاه θ ≥ θ
𝑐

θ' = π
2𝑘

→
'
𝑟

· 𝑒
^

3
= 0𝑘'

→
= 𝑘

𝑟
'⊥

کهمی‌دانیممرزیشرط

𝑘
𝑟
'⊥ = 𝑘⊥ =

𝑛
1
ω

𝑐 sin θ 𝑒
^

1
.

چون

𝑘'
→

𝑟
· 𝑘'

→

𝑟
− 𝑘'

→

𝑖
· 𝑘'

→

𝑖
=

ω2𝑛
2

2

𝑐2 ,

می‌گیریمنتیجه

𝑘'
𝑖

= 𝑘'
→

𝑟
· 𝑘

→
'
𝑟

− 𝑛
2

2 ω2

𝑐2 = ω
𝑐  𝑛

1
2sin2θ − 𝑛

2
2,

و

𝐸
→

'(𝑥
→

, ω) = 𝐸
→

0
' 𝑒

−𝑘'
𝑖
𝑧
𝑒

𝑖 ω
𝑐 (𝑛

1
sinθ 𝑥−𝑐𝑡)

.

گذرضریبوبازتابضریبقطبش،
تابشصفحه‌یباموازیوعمودقطبش‌هایبخش،ایندر
هرنظیرراگذروبازتابضریب‌هایومی‌کنیممعرفیرا

حقیقیبرداریمی‌کنیمفرضمی‌کنیم.محاسبهقطبش 𝑘'
→

است.
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۱ناحیه‌یمرزدرالکتریکیمیدانمئلفه‌هایرویمرزیشرط
کهمی‌دهدنشان۲و

ϵ
1
𝑒
^

3
· 𝐸

→

0
+ 𝐸

→

0
''( ) = ϵ

2
𝑒
^

3
· 𝐸

→

0
',

𝑒
^

3
× 𝐸

→

0
+ 𝐸

→

0
''( ) = 𝑒

^

3
× 𝐸

→

0
'.

هممغناطیسیمیدانمئلفه‌هایرویمرزیشرطاز
کهدرمی‌یابیم

𝑒
^

3
· 𝑘

→
× 𝐸

→

0
+ 𝑘''

→
× 𝐸

→

0
''( ) = 𝑒

^

3
· 𝑘'

→
× 𝐸

→

0
',

1
µ

1
𝑒
^

3
× 𝑘

→
× 𝐸

→

0
+ 𝑘''

→
× 𝐸

→

0
''( ) = 1

µ
2

𝑒
^

3
× 𝑘'

→
× 𝐸

→

0
'( ).

راموازیقطبشبردارهایوعمودیقطبشبردار 𝑠
^
: = 𝑒

^

2

می‌کنیم.تعریف

𝑝
^
: = 𝑘

→

|𝑘
→

|
× 𝑠

^
, 𝑝

^
': = 𝑘'

→

|𝑘'
→

|
× 𝑠

^
, 𝑝

^
'': = 𝑘''

→

|𝑘
→

|
× 𝑠

^
.

چون

𝑘
→

· 𝐸
→

0
= 0, 𝑘'

→
· 𝐸'

→

0
= 0, 𝑘''

→
· 𝐸

→

0
'' = 0,
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الکتریکیمیدان‌هایاینازکدامهرکهمی‌گیریمنتیجه
دارند.موازیمئلفه‌ایوعمودیمئلفه‌‌ای

𝐸
→

0
= 𝐸

𝑠
𝑠
^

+ 𝐸
𝑝
 𝑝

^
, 𝐸

→

0
' = 𝐸'

𝑠
𝑠
^

+ 𝐸'
𝑝
 𝑝

^
',

𝐸
→

0
'' = 𝐸''

𝑠
𝑠
^

+ 𝐸''
𝑝
 𝑝

^
''.

کهدر‌می‌یابیممرزیشرط‌هایدرجای‌گذاریبا

𝐸
𝑠

+ 𝐸''
𝑠

= 𝐸'
𝑠
, 𝐸

𝑠
− 𝐸''

𝑠( ) cos θ = α𝐸'
𝑝

cos θ',

𝐸
𝑝

+ 𝐸''
𝑝

= α𝐸'
𝑝
, 𝐸

𝑝
− 𝐸''

𝑝( ) cos θ = 𝐸'
𝑝

cos θ',

که

α: =
µ

1
ϵ

2

µ
2
ϵ

1
 .

دامنه‌ینسبتکه18فرینلضریب‌هایتمرین‌ها،بخشدر
تابیدهالکتریکیمیداندامنه‌یبهبازتابیدهالکتریکیمیدان‌

میداندامنه‌یبهگذرکردهالکتریکیمیدان‌دامنه‌ینسبتو
می‌دهددستبهقطبشدوهربرایراتابیدهالکتریکی

می‌کنیم.حساب

18 Fresnel coefficients

59



کهبدانیمبایدگذرضریبوبازتابضریبمحاسبه‌یبرای
انرژیجریانازکسریچهکرده،گذرموجوبازتابیدهموج

دوهردرراپوینتینگبرداربایدپسمی‌کنند.حملراتابیده
بردارکهمی‌دانیمپوینتینگقضیه‌یازکنیم.حسابناحیه

می‌شوددادهزیررابطه‌یباناحیه‌ایهردرپوینتینگ

𝑆
→

= 𝐸
→

𝑟
× 𝐻

→

𝑟
.

نماینده‌یاندیسومحیطشکستضریبرابطه،ایندر 𝑛𝑟

حملانرژیمحاسبه‌یبرایاست.میدانحقیقیبخش

حسابرا«زمانی»میانگینِمرزبرعمودمئلفه‌یشده، 𝑆
→

می‌شود.تعریفزیررابطه‌یباکهمی‌کنیم

< 𝑒
^

3
· 𝑆

→
>: = ω

2π  𝑒
^

3
·

0

2π
ω

∫ 𝑆
→

 .

درتختموجیکفقطچوناستآسان‌کار،۲ناحیه‌یدر
می‌شود.منتشرناحیهآن

𝐸
→

'(𝑥
→

, ω) = 𝐸
→

0
' 𝑒𝑖𝑘'

→
·𝑥

→
−𝑖ω𝑡,

𝐻
→

'(𝑥
→

, ω) = 𝐻
→

0
' 𝑒𝑖𝑘'

→
·𝑥

→
−𝑖ω𝑡 =

𝑛
2

𝑐µ
2

𝑘
→

' × 𝐸
→

0
' 𝑒𝑖𝑘'

→
·𝑥

→
−𝑖ω𝑡.
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راستایدرآنمئلفه‌هایحسببرراودامنه‌‌های 𝐸
→

0
'𝐻

→

0
'

مختلطعددیمئلفههرچونومی‌نویسیمقطبشبرداردو
فازواندازهحسببرقطبینمایشدرراآناست،

می‌نویسیم.

𝐸
→

0
' = |𝐸'

𝑠
|𝑒

𝑖ϕ'
𝑠 𝑠

^
+ |𝐸'

𝑝
|𝑒

𝑖ϕ'
𝑝 𝑝'

^
,

𝐻
→

0
' =

𝑛
2

𝑐µ
2

|𝐸'
𝑠
|𝑒

𝑖ϕ'
𝑠 𝑝'

^
− |𝐸'

𝑝
|𝑒

𝑖ϕ'
𝑝 𝑠

^( ).

دادهزیررابطه‌یباالکتریکیمیدانحقیقیبخشپس
می‌شود.

𝐸
→

'
𝑟
: = 𝑅𝑒 𝐸

→
'(𝑥

→
, ω)[ ]

      = |𝐸'
𝑠
| cos(𝑘'

→
· 𝑥

→
− ω𝑡 + ϕ'

𝑠
) 𝑠

^

      + |𝐸'
𝑝
| cos(𝑘'

→
· 𝑥

→
− ω𝑡 + ϕ'

𝑝
) 𝑝

^
'.

دستبهصورتهمینبههممیدانحقیقیبخش 𝐻
→

بااستکردهگذر۲ناحیه‌یبهکهانرژیجریانپسمی‌آید.
می‌شود.دادهزیررابطه‌ی

< 𝑒
^

3
· 𝑆'

→
>=

𝑛
2

2𝑐µ
2

|𝐸'
𝑠
|2 + |𝐸'

𝑝
|2( ) cos θ'.

61



قضیه

آن‌گاه.وکنیدفرض 𝑓(𝑡) = 𝑓
0
𝑒−𝑖ω𝑡𝑔(𝑡) = 𝑔

0
𝑒−𝑖ω𝑡

< 𝑓
𝑟
 𝑔

𝑟
>= 1

2 𝑅𝑒 𝑓𝑔*( ).

اثبات.

پس.وکهکنیمفرض 𝑓
0

= |𝑓
0
|𝑒

𝑖ϕ
𝑓𝑔

0
= |𝑔

0
|𝑒

𝑖ϕ
𝑔

< 𝑓
𝑟
 𝑔

𝑟
>= 1

2 |𝑓
0
||𝑔

0
| cos(ϕ

𝑓
− ϕ

𝑔
)

⬛                 = 1
2 𝑅𝑒 𝑓

0
𝑔

0( ) = 1
2 𝑅𝑒 𝑓𝑔*( ).

ازمی‌توانستیمزمانیمیانگینمحاسبه‌یبرایپس 𝑆'
→

کنیم:استفادهقضیهاین

< 𝑆'
→

>= 1
2 𝑅𝑒 𝐸

→
'(𝑥

→
, ω) × 𝐻

→
'(𝑥

→
, ω)* ( )

            = 1
2 𝑅𝑒 𝐸'

→

0
× 𝐻'

→

0

*
 ( )

           =
𝑛

2

2𝑐µ
2

|𝐸'
𝑠
|2 + |𝐸'

𝑝
|2( ) 𝑘

→
'

|𝑘
→

'|
.

می‌شود.دادهزیررابطه‌‌هایبامیدان‌ها۱ناحیه‌یدر

𝐸
→

1
: = 𝐸

→
(𝑥

→
, ω) + 𝐸

→
''(𝑥

→
, ω),

62



𝐻
→

1
: = 𝐻

→
(𝑥

→
, ω) + 𝐻

→
''(𝑥

→
, ω),

𝐻
→

(𝑥
→

, ω): =
𝑛

1

𝑐µ
1

𝑘
→

× 𝐸
→

(𝑥
→

, ω),

𝐻
→

''(𝑥
→

, ω): =
𝑛

1

𝑐µ
1

𝑘
→

'' × 𝐸
→

''(𝑥
→

, ω).

دستبهجملهسهجمعاز۱ناحیه‌یدرپوینتینگبردارپس

موجنظیرکهاست،تابیدهموجنظیرکهمی‌آید: 𝑆
→

𝑆
→

''

درموج‌هاایناختلاطمحصولکهواستبازتابیده 𝑆
→

𝑐

است.۱ناحیه‌ی

𝑆
→

1
= 𝑆

→
+ 𝑆

→
'' + 𝑆

→

𝑐

< 𝑆
→

>= 𝑅𝑒 𝐸
→

(𝑥
→

, ω) × 𝐻
→

(𝑥
→

, ω)* [ ]
           =

𝑛
1

2𝑐µ
1

|𝐸
𝑠
|2 + |𝐸

𝑝
|2( ) 𝑘

→

|𝑘
→

|
,

< 𝑆
→

'' >= 𝑅𝑒 𝐸
→

''(𝑥
→

, ω) × 𝐻''
→

(𝑥
→

, ω)* [ ]
           =

𝑛
1

2𝑐µ
1

|𝐸
𝑠
''|2 + |𝐸

𝑝
''|2( ) 𝑘

→
''

|𝑘
→

|
,

< 𝑆
𝑐

→
>= 𝑅𝑒 𝐸

→
(𝑥

→
, ω)* × 𝐻

→
''(𝑥

→
, ω) [ ]
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            + 𝑅𝑒 𝐸
→

''(𝑥
→

, ω) × 𝐻
→

(𝑥
→

, ω)*[ ].

زیرکمیتدوکمکبه

𝐾
→

±
: = 𝑘

→
'' ± 𝑘

→
, η: =

𝑛
1

2𝑐µ
1
|𝑘

→
|

,

کهاینبهتوجهباو

𝑘
→

· 𝐸
→

0
= 𝑘

→
'' · 𝐸

→
''

0
= 0,

کهمی‌بینیم

< 𝑆
𝑐

→
>= η𝑅𝑒 𝐸

→

0

*
· 𝐸

→

0
''( )𝐾

→

+
⎡
⎢
⎣

⎤
⎥
⎦

.            + η𝑅𝑒 𝐸
→

0

*
· 𝐾

→

−( )𝐸
→

0
'' − 𝐾

→

−
· 𝐸

→

0
''( )𝐸

→

0

*⎡
⎢
⎣

⎤
⎥
⎦

بهتوجهبااست.مهممحاسبه‌یمابرای < 𝑒
^

3
· 𝑆

1

→
>

زیرتساوی‌های

𝑒
^

3
· 𝐾

→

+
= 0, 𝐾

→

−
= 2 𝑒

^

3
· 𝑘

→
 ( )𝑒

^

3
.

پس.کهدرمی‌یابیم < 𝑒
^

3
· 𝑆

𝑐

→
>= 0

< 𝑒
^

3
· 𝑆

→

1
>=< 𝑒

^

3
· 𝑆

→
>+< 𝑒

^

3
· 𝑆

→
'' >.
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ازتنهاسوممحورراستایدرانرژیجریان،۱ناحیه‌یدرپس
جمله‌یومی‌گیردسهمبازتابیدهموجوتابیدهموج

ضریبتعریفنتیجه،اینندارد.آندرسهمیاختلاطی
می‌کند.توجیهراگذرضریبوبازتاب

𝑅: =
<𝑒

^

3
·𝑆

→
''>

<𝑒
^

3
·𝑆

→
>

, 𝑇: =
<𝑒

^

3
·𝑆

→
'>

<𝑒
^

3
·𝑆

→
>

.
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تمرین
موازیوعمودیقطبشدوهربرایفرینلضریب‌های.1

کنید.حسابرا
فرینلضریب‌هایحسببرراگذروبازتابضریب‌های.2

بنویسید.
کنید.حسابراگذروبازتابضریب‌هایجمع.3
درراگذروبازتابضریب‌هایوفرینلضریب‌های.4

کنید.حسابعمودیتابش
است؟صفربازتابِضریبتابشی،ِزاویه‌یچهدر.5

چیست؟19بروسترزاویه‌یتعریفباپاسخارتباط
ضریب‌هایوفرینلضریب‌های.کنیدفرض.6 𝑛

2
< 𝑛

1

تابشزاویه‌یکنید.حسابدرراگذروبازتاب θ→−θ
𝑐

θ

θ.واست
𝑐
: = arcsin 

𝑛
2

𝑛
1

ضریب‌هایوفرینلضریب‌های.کنیدفرض.7 𝑛
1

< 𝑛
2

زاویه‌یکنید.حسابدرراگذروبازتاب θ → π
2θ

است.تابش

19 Brewster's angle
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