
 خواص آماری گاز فوتونی با رهیافت الکترومغناطیس کلاسیک

 (دانشگاه صنعتی شریف) عراقیسامان مقیمی( دانشگاه صنعتی اصفهان) فرهنگ لران

آید. در این مقاله، بدون استفاده از ها به دست میای فوتونخواص آماری گاز فوتونی عمدتا با استفاده از مفهوم ذره

سی را . این بررکنیمها و صرفا با تکیه بر الکترومغناطیس کلاسیک، خواص این گاز را بررسی میفوتونای مفهوم ذره

های استاندارد مکانیک آماری. دیگری مبتنی بر روش تر است ویکی از این دو شیوه شهودی دهیم.میاز دو شیوه انجام 

و انرژی در واحد زمان از واحد سطح جسم سیاه  دهیم که آهنگ تابشنشان میعلاوه بر بررسی کلی چنین گازی، 

 . متناسب است یبا چگالی انرژی تابشهمچنین فشار تابشی 

 

 مقدمه -۱

ای از شود، گاز فوتونی است. گاز فوتونی مجموعههایی که در ترمودینامیک یا فیزیک آماری بررسی میدستگاهیکی از 

ش انرژی اند. در حالت تعادل، تابال تعادلدارد در ح 𝑇اند و با سطح کاواک که دمای ها است که مثلا در کاواکی گیر افتادهفوتون

ش انرژی متناسب با توان چهارم دمای کند، یعنی تابتزمان پیروی میولب-طح در واحد زمان از قانون استفاندر واحد س

رژی در واحد زمان آهنگ تابش ان باکه چگالی انرژی تابشی  شودمی راه رسیدن به قوانینی از این دست دیدههاست. در فوتون

رود تا این تناسب را نشان دهد ار میای که معمولا به کشیوه اسب است.نو همچنین با فشار تابشی آن مت دستگاه در واحد سطح

، به این کنیمی جنبشی استفاده میهای نظریهعمدتا از نگرش در این رهیافت است. دستگاهاز تصویر فوتونی از این  برگرفته

چنین تایشان چندپرسیم از این تعداد ذره گیریم یا میبه سطحی دلخواه را در نظر می همعنی که تعداد ذرات برخورد کنند

را در سال  ای برای نورذره تصویر است که پیش از این که اینشتین در صورتی این دست.از این هایی پرسشخاصیتی دارند یا 

 های بین این کمیترابطه بود. حتی پیش از آن هم هابداع کند، پلانک به بررسی آماری تابش الکترومغناطیسی پرداخت ۱۹۰۵

  .های نور نیستنیازی به تصویر کوانتمها رای به دست آوردن این رابطهبشناخته شده بود و بنابراین 

 ابش جسم سیاه سازگاری ندارد. در مدل کلاسیکدانیم الکترومغناطیس کلاسیک با تمی مهم است؟ هاتناسبچرا این 

ست. اما جذابیت داستان این ی فرابنفش معروف اای که به فاجعهآید، پدیدهنهایت به دست میی بیدستگاهمیزان انرژی چنین 

فرض کنید  بولتزمن را به دست آوریم. چگونه؟-توانیم قانون استفانمی ین انرژی داخلی و فشار را بدانیمی باست که اگر رابطه

 ترعبارت دقیقیا به چگالی انرژی تابشی است. فشار تابشی متناسب با ایم با الکترومغناطیس کلاسیک فهمیده

(1) 𝑃 = 𝑢/3.  

𝑢فشار و  𝑃که  = 𝑈/𝑉 گوید چگالی انرژی است. از روی قانون اول ترمودینامیک که می𝑑𝑈 = 𝑇𝑑𝑆 − 𝑃𝑑𝑉 نویسیممی 

(2) 
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روابط ماکسول ترمودینامیک )و نه قوانین ماکسول الکترومغناطیس( عبارت بالا با استفاده از است.  دستگاهآنتروپی  𝑆در این جا 

 توان نوشترا می



(3) 
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ور است و قاعدتا باید ی بین فشار و انرژی استفاده کنیم و همچنین به این توجه کنیم که انرژی کمیتی فزونحالا اگر از رابطه

𝑈داشته باشیم  = 𝑉𝑢(𝑇)ی دیفرانسیلی برای ی بالا به شکل معادله، معادله𝑢(𝑇) آیدبه دست می: 

(4) 𝑇
𝑑𝑢

𝑑𝑇
= 4𝑢,  

𝑢ی آشنایی است: که جوابش رابطه = 𝐴𝑇4های کلاسیک . یعنی بدون استفاده از مفاهیم مکانیک کوانتمی و صرفا با دانسته

در این راه نیاز داشتیم اندکی دانش ترمودینامیک بود و این واقعیت  چه کهبولتزمن را به دست آورد. آن-فانی استتوان رابطهمی

کنیم با هم متناسبند. برای این که خیلی فیزیک کلاسیک را دست بالا نگیریم، این را اضافه می تابشی و چگالی انرژیفشار که 

 𝐴یعنی اما حرفی از این که ثابت تناسب ایم، بولتزمن را با مکانیک کلاسیک به دست آورده-ی استفانکه درست است که رابطه

در آید، اما نهایت در میی بالا بیدر معادله 𝐴برویم، ثابت  یشاگر با همین مکانیک کلاسیک پایم. تواند باشد نزدهچه می

𝐴آید که به دست میاین ثابت محدود است و کوانتمی های  محاسبه =
𝜋2𝑘4

15𝑐3 ℏ3
 ند.خواکه با تجربه می 

سه  کهاست نشان دهیم تنها مبتنی بر الکترودینامیک کلاسیک که  روشیبا استفاده از خواهیم در این نوشتار می

در این مسیر، نیاز است که مکانیک آماری را به یک  .با هم متناسب هستند ی و فشار تابشیآهنگ تابش ،چگالی انرژی کمیت

 مندان به فیزیک جذاب باشد.تواند برای علاقهکنیم این نوشتار از همین جهت میی میدان کلاسیک اعمال کنیم و فکر مینظریه

از آنجا که اعمال پردازیم. کنیم و پس از آن به روش الکترومغناطیس کلاسیک میول را بازگو میدر این مقاله ابتدا روش معم

کنیم تا تصویری تر باز میای شهودیمساله را با شیوههای ریاضی زیادی دارد، ابتدا ی میدان، محاسبهمکانیک آماری به یک نظریه

کنیم و کترومغناطیس کلاسیک را با رهیافت مختصات کانونی بیان میی میدان الاز داستان داشته باشیم. پس از آن نظریه

هایی دست آید. برای این که بشود بهتر مقاله را دنبال کرد، گامکنیم تا نتیجه به قوانین مکانیک آماری را به این مساله اعمال می

ها بدون این که لازم باشد محاسبه بخوانیدانتها  تاه را مقالتوانید به شکلی که بایم آوردهجعبه در-ایم را به صورت جعبهکه برداشته

ایم را ی نهایی که در انتهای هر کدام آوردهشده در هر جعبه و نتیجه ارائهی را به دقت دنبال کرده باشید. اگر صورت مساله

ها کنیم که آنده است و شما را دعوت میجذاب و آموزن هانظر ما، محتوای جعبه توانید مقاله را به انتها برسانید. اما ازبدانید می

 را دنبال کنید. 

 

 رهیافت گاز فوتونی -۲

این روش در بیشتر را مرور کنیم.  بین آهنگ تابش انرژی و چگالی انرژیی بیایید ابتدا روش معمول برای نشان دادن رابطه 

در نظر  ۱کاواکی را مانند شکل . [1]توانید به کتاب بلاندل و بلاندل مراجعه کنید های فیزیک آماری آمده است. مثلا میکتاب

قدر است. نور را متشکل گذرد چهای که از سوراخ کوچکی که در دیواره ایجاد شده میخواهیم ببینیم شدت نور تابشیبگیرید. می

ها کاری به هم ندارند، توانند داشته باشند. از آنجا که فوتونمی 𝜔های مختلف گیریم که بسامدفوتون در نظر می از ذرات

  کنیم.فقط به یک بسامد مشخص توجه میبه عبارتی  کنیم،مختلف را جدا جدا بررسی می هایبسامد

 



گذرند، هایی را که در واحد زمان از سطح کوچک مورد نظر میکنیم، ابتدا تعداد فوتونتابشی را حساب  آهنگبرای آنکه 

قرار  𝑑Ωی فضایی شان در زاویههایی که سرعتها همسانگرد است، تعداد فوتونآوریم. از آنجایی که حرکت فوتونبه دست می

,𝑓(𝜃ی فضایی است. یعنی اگر دارد مستقل از جای زاویه 𝜙)𝑑Ω  را احتمال این که فوتونی در جهت مشخص شده حرکت

,𝑓(𝜃کنند بنامیم، داریم می 𝜙) = 1/4𝜋ی فضایی مشخص به مساحت کوچک هایی که در زاویه. بیایید تعداد فوتون𝐴  روی

به شکل اصلی تواند کمک کند که این مقدار را بیابیم. می ۲ند را حساب کنیم. شکل کنرد میبرخو 𝑑𝑡دیواره در زمان کوتاه 

اند و سرعتی در راستای مشخص شده السطوحی که با رنگ خاکستری نشان داده شدههایی که در متوازیتمام فوتوننگاه کنید. 

اید ی مشخص را گرفتهه در این شکل فقط یک زاویهشاید اعتراض کنید ککنند. دارند، در این زمان به سطح مورد نظر برخورد می

𝜃تا  𝜃درست است، ولی اگر مثلا زاویه را بین  !ی فضایی صحبت کرده بودیدای از زاویهولی پیشتر در مورد بازه + 𝑑𝜃  ،بگیریم

تر یعنی شکل کوچک کند،ت هایش با هم تفاوگیریم باید اندکی زاویهالسطوحی که میکند این است که متوازیتنها تفاوتی که می

به  تاثیری در کار ما ندارد.بنابراین  شود.ی بالاتری می، که از نظر حجم تفاوتش با شکل اصلی دیفرانسیل مرتبه۲درون شکل 

در احتمال این ها ضربدر چگالی فوتونالسطوح ضرببرخورد کننده برابر است با حجم این متوازی هاییتعداد فوتونترتیب این

 که چنین سرعتی داشته باشند، یعنی 

(5) 𝑁(𝜔, 𝜃, 𝜙) = (𝑐𝑑𝑡 𝐴 cos 𝜃) × 𝑛𝜔 × 𝑑Ω/4𝜋  

 را دارند. 𝜔هایی است که بسامد مشخص چگالی فوتون 𝑛𝜔که 

 

 سوراخی کوچک در قسمتی از آن قرار دارد. که 𝑇های گرمایی در دمای مشخص فوتون از ای پرمحفظه -۱شکل 

 



 

کنند. شکل کوچک داخلی نشان روی دیواره برخورد می 𝐴به مساحت  𝑑𝑡بخشی از گاز فوتونی با سرعت مشخص که در زمان -۲ شکل

𝜃و  𝜃ی بردار سرعت با عمود دیواره را بین دهد که اگر زاویهمی + 𝑑𝜃 ها ندارد.بگیریم، تغییر قابل توجهی در محاسبه 

 

ها به هایی که فوتوندست بیاوریم. یکی این که باید روی انواع زاویه مورد نظرمان را بهی دو قدم دیگر مانده تا نتیجه

 نویسیمشان در نظر بگیریم. برای برداشتن قدم اول میها را همراه با انرژیی بسامدخورند جمع بزنیم و دوم این که همهسطح می

(6) 𝑁(𝜔) = ∫(𝑐𝑑𝑡 𝐴 cos𝜃) × 𝑛𝜔 × 𝑑Ω/4𝜋 =
𝑐𝐴𝑑𝑡𝑛𝜔

4
.  

خورد. به گیریم، یعنی طرفی که گاز فوتونی وجود دارد و به دیواره میفقط دقت باید کرد که انتگرال را روی نیمی از فضا می

 آید:میها در واحد زمان در واحد مساحت، به راحتی به دست ، یعنی تعداد برخورد𝜔های با بسامد این ترتیب شاربرخورد فوتون

𝑐𝑛𝜔

4
. 

های ی بسامدخب، تنها چیزی که مانده این است که ببینیم هر فوتون چه مقدار انرژی دارد و بعد جمع بزنیم روی همه

 ، پس انرژی عبوری در واحد زمان در واحد مساحت برابر است باℏ𝜔فوتونی. انرژی هر فوتون که برابر است با 

(7) 𝐼 = ∫𝑑𝜔ℏ𝜔 ×
𝑐𝑛𝜔

4
.  

دارند را در مقدار   𝜔های در واحد حجم که بسامد اما چگالی انرژی هم عبارتی بسیار شبیه به این دارد. باید تعداد فوتون

 آید.چگالی انرژی به دست می ی بسامدها جمع بزنیمشان ضرب کنیم و روی همهانرژی

(8) 𝑢 = ∫𝑑𝜔ℏ𝜔 × 𝑛𝜔.  

𝐼ی بالا، واضح است که ی دو رابطهبا مقایسه =
𝑐

4
𝑢  .و این همان حکمی بود که به دنبالش بودیم 



های استدلال مبتنی بر وجود فوتون است، در صورتی که این نتیجه پیش از معرفی بسته روشطور که گفتیم، این اما همان

دهیم که استدلال مشابهی برای این رابطه میئه هایی ارااله روشهای بعد مقکوانتمی نور، یعنی فوتون یافته شده بود. در بخش

های سرراست مشابهی وجود دارد که به در مورد فشار هم استدلال کنیم که تنها بر اساس الکترومغناطیس کلاسیک باشد.ئه ارا

 ی نتیجه

(9) 𝑃 =
𝑢

3
  

 های فیزیک آماری پیدا کنید.توانید در بیشتر کتابرا می هاییرسد. چنین استدلالمی

 

 ترومغناطیس کلاسیکی، روش شهودیبررسی مساله صرفا بر اساس موج الک -۳

مساله را کاملا کلاسیکی بررسی کنیم، دیگر خبری از ذراتی به نام فوتون نیست و تنها چیزی که در اختیار بخواهیم اگر 

های دینامیکی دهد. به عبارتی، کمیتهای الکتریکی و مغناطیسی را میماکسول است که قوانین حاکم بر میدانهای هداریم معادل

, 𝐸⃗ (𝑥مساله  𝑡)  و𝐵⃗ (𝑥 , 𝑡)های ماکسول، اگر میدان الکتریکی البته به خاطر معادله های الکترومغناطیسی هستند.، یعنی میدان

های ماکسول خوشبختانه معادله ی را هم پیدا کنیم و نیازی به دانستن آن نیست.مغناطیسمیدان توانیم را داشته باشیم، می

تک بررسی کرد. به این ها را تکوان آنتشوند و میهای مختلف از هم جدا می، تمام مد به فضای فوریهرفتن خطی هستند و با 

بنویسیم،  اگر بخواهیم دقیق .بردار عدد موج است  𝑘⃗شود که داده می 𝐸⃗ (𝑘⃗ )های برداری با میدان دستگاهترتیب توصیف دینامیک 

 آیددست می های فوریه بهاز روی مدالکتریکی به صورت زیر  میدان

(10) 𝐸⃗ (𝑥 , 𝑡) = ∫
𝑑3𝑘

(2𝜋)3
(𝐸⃗ (𝑘⃗ )𝑒𝑖𝑘⃗ ⋅𝑥 𝑒−𝑖𝜔(𝑘⃗ )𝑡 + 𝑐. 𝑐. ).  

بدون کم شدن از کلیت مساله پس کمیتی مختلط است.  𝐸⃗ (𝑘⃗ )میدان الکتریکی کمیتی حقیقی است ولی دقت کنید که 

 توانیم فرض کنیممی

𝐸⃗ (𝑘⃗ )
∗
= 𝐸⃗ (−𝑘⃗ ). 

، نشان  𝐸⃗را با همان نماد میدان الکتریکی،  های فوریهمدایم که باه مرسوم را انجام دادهگذاری این اشتهمچنین ما در نماد

𝜔(𝑘⃗ )شود که ی ماکسول آشکار میاز معادلهدهند. می = 𝑐 ‖𝑘⃗ ‖   که‖𝑘⃗ ‖ ≔ √𝑘⃗ ⋅ 𝑘⃗  .های ماکسول استفاده اگر از معادله

 شود:ی میدان الکتریکی مربوط میهای فوریهتوانیم به دست بیاوریم که به صورت زیر به مولفهکنیم، میدان مغناطیسی را هم می

(11) 𝐵⃗ (𝑥 , 𝑡) = ∫
𝑑3𝑘

(2𝜋)3
(

𝑘⃗ 

𝜔(𝑘⃗ )
× 𝐸⃗ (𝑘⃗ )𝑒𝑖𝑘⃗ ⋅𝑥 𝑒−𝑖𝜔(𝑘⃗ )𝑡 − 𝑐. 𝑐. ).  

ای ی بین چگالی انرژی و شار تابشی در چنین محفظهخواهیم بپرسیم این است که رابطهسوالی که به صورت خاص می

ها ی چگالی انرژی شروع کنیم که به راحتی از روی میدانبا محاسبه متوانیهای الکترومغناطیسی چیست. پس میپر از میدان

 آید:به دست می



(12) 𝑢(𝑥, 𝑡) =
1

2
𝜖0‖𝐸⃗ (𝑥 , 𝑡)‖

2 +
1

2𝜇0
‖𝐵⃗ (𝑥 , 𝑡)‖2  

 :شودحساب میانرژی کل، از انتگرال حجمی این چگالی  و

(13) 𝑈(𝑡) = ∫𝑑3𝑥  𝑢(𝑥 , 𝑡).  

 یکوقتی در بافتار ترمودینامتر به مساله نگاه کنیم. با چنین نگاهی، تر و فیزیکیدر این بخش قرار است کمی شهودی

ی زمانی ی این کمیت در دورهگیری شدهمنظورمان دقیقا عبارت بالا نیست، بلکه میانگین کنیمچگالی انرژی را بررسی می

کنیم. اگر میدان ها استفاده میمعقول و حجمی قابل قبول است. برای این که این مساله را روشن کنیم، از مثال مکانیک شاره

,𝑣(𝑥سرعت را در حرکت یک شاره با  𝑡)  نمایش بدهیم، منظورمان این نیست که مولکولی که در زمان𝑡 ی در نقطه𝑥  قرار دارد

ای فضایی را در نظر چه سرعتی دارد، تازه اگر مولکولی اصولا در این زمان آنجا باشد! معمولا منظور این است که محدوده

تر باشد در این ملا کوچککا دستگاهتر باشد و از ابعاد کل زرگهاست، بسیار بگیریم که از ابعاد ریزمقیاس، که ابعاد مولکولمی

,𝑣(𝑥کنیم. پس وقتی از گیریم و آن را به عنوان سرعت آن نقطه معرفی میها میانگین میروی سرعت مولکولمحدوده  𝑡) 

وخیز ریزمقیاس مولکولی را حذف ها در آن حول و حواشی است. به این ترتیب افتزنیم، منظور سرعت متوسط مولکولحرف می

ها را در این ی میکرون گرفت و سرعت مولکولای از مرتبهشود محدودهکنیم. مثلا در مورد حرکت آب در یک رودخانه میمی

های دینامیک زمانی دهیم که از مقیاسای انجام میی زمانیعمولا این کار را در یک بازهی فضایی میانگین گرفت. حتی در مبازه

 تر.های کوچک، کاملا بزرگزمانی تر است، اما در مقایسه با مقیاسکاملا کوچک دستگاه

لی انرژی را به این ایم، باید کمیت ترمودینامیکی چگاهایی که کردهی الکترومغناطیس. با این توصیفبرگردیم به مساله

 صورت تعریف کنیم:

(14) 𝑢(𝑥 , 𝑡) = ∫
𝑑3𝑥

𝑉1
𝑢(𝑥 , 𝑡),  

مقیاس های ریزوخیزطور که پیشتر گفتیم، این حجم باید از افت. همانایمگرفته  𝑥ی حجم کوچکی است که حول نقطه  𝑉1که 

الکترومغناطیس قاعدتا این طول کوچک باید طول موج مربوط به امواج الکترومغناطیسی ی تر باشد. در مورد مسالهکاملا بزرگ

پاسخ به این پرسش از  ؟ول موج مشخصه درآوردشود طها وجود دارد پس چگونه میباشد. اما در یک کاواک انواع طول موج

کند و بیشتر انرژی مربوط به ای پیدا میا قلهآید که در آن، طول موجی وجود دارد که تابع توزیع در آنجتوزیع طیف پلانک می

شان در آن حدود است. مثلا برای نور خورشید این مقیاس حدود صد نانومتر است. یعنی ما ی طول موجامواجی است که اندازه

ی در محدودهتوان ی هم هست. میدیگر فیزیکی هیک میکرون بگیریم. البته راایم را دست کم را ساخته 𝑉1باید مقیاسی که 

تر توان کمیت چگالی انرژی را کمی سادهگیری زمانی را هم افزود. پس با این اوصاف، احتمالا میتری نشست اما میانگینکوچک

کرد. بگذارید فعلا قسمتی از انرژی که مربوط به میدان الکتریکی است را در نظر بگیریم. قسمت مربوط به میدان مغناطیسی را 

 اتی مشابه بررسی کرد. به این ترتیب:توان با عملیمی



(15) 

𝑢𝐸(𝑥 , 𝑡) = ∫
𝑑3𝑥

𝑉1

1

2
𝜖0‖𝐸⃗ (𝑥 , 𝑡)‖

2

=
𝜖0

2
∫

𝑑3𝑥

𝑉1
∫

𝑑3𝑘1

(2𝜋)3
∫

𝑑3𝑘2

(2𝜋)3
(𝐸⃗ (𝑘⃗ 1)𝑒

𝑖𝑘⃗ 1⋅𝑥 𝑒−𝑖𝜔(𝑘⃗ 1)𝑡 + c. c. )

⋅ (𝐸⃗ (𝑘⃗ 2)𝑒
𝑖𝑘⃗ 2⋅𝑥 𝑒−𝑖𝜔(𝑘⃗ 2)𝑡 + c. c. ). 

 

ها روی مکان، ی انتگرالتر است، نتیجهکاملا بزرگ دستگاههای مهم از طول موج 𝑉1حالا با توجه به این که ابعاد حجم 

دهد تابع دلتای دیراک می «تقریبا». البته باید این ادعا که دهدرا می 𝑘⃗ 2و  𝑘⃗ 1های های دلتای دیراک روی عدد موجتقریبا تابع

 را معنی کنیم. فعلا ادعایمان این است که 

(16) 
1

(2𝜋)3
∫𝑑3𝑥𝑒𝑖(𝑘⃗ 1−𝑘⃗ 2).𝑥 ≃ 𝛿3(𝑘⃗ 1 − 𝑘⃗ 2).  

 آید.اگر این را بپذیریم، عبارت چگالی انرژی به صورت زیر در می

(17) 𝑢𝐸(𝑥 , 𝑡) =
2𝜖0

𝑉1
∫

𝑑3𝑘

(2𝜋)3
𝐸⃗ (𝑘) ⋅ 𝐸⃗ (𝑘)∗.  

𝐸⃗ (𝑘)و میزان انرژی نهفته شده در هر مد متناسب با  انرژی هر مد نوسانی را مجزا در نظر گرفت پس باید ⋅ 𝐸⃗ (𝑘)∗  است. اگر

آید و در نتیجه بینیم که دقیقا همین کمیت به دست میای مشابه، انرژی مربوط به میدان مغناطیسی را حساب کنیم میبا شیوه

 انرژی الکترومغناطیس کل دو برابر عبارت بالاست، یعنی 

(18) 𝑢(𝑥 , 𝑡) =
4𝜖0

𝑉1
∫

𝑑3𝑘

(2𝜋)3
𝐸⃗ (𝑘) ⋅ 𝐸⃗ (𝑘)∗.  

تر که این انتگرال تقریبا تابع دلتای دیراک است را باز کنیم. برای ساده نکته از این که جلو برویم بگذارید این پیش

 ایم عبارت است از:گیریم. عبارتی که ما آن را به عنوان تابع دلتای دیراک جا زدهشدن مساله را یک بعدی در نظر می

(19) 
1

2𝜋
∫ 𝑑𝑥

𝐿/2

−𝐿/2

𝑒𝑖(𝑘1−𝑘2)𝑥.  

تواند این باشد که تابعی را در نظر بگیرید که در های آن میهای مختلف دارد. مثلا یکی از نمایشتابع دلتای دیراک نمایش

,𝜖−]ی بازه 𝜖]  1مقداری برابر با/𝜖 ی جاها صفر است. اگر حد دارد و بقیه𝜖  به سمت صفر این تابع را حساب کنیم، به تابع

گیریم. یعنی تابعی تعریف می رسیم. اصولا چون تابع دلتای دیراک، واقعا تابع نیست، معمولا همین روند را پیدلتای دیراک می

کنیم که انتگرال روی آن از منفی بینهایت تا مثبت بینهایت برابر با واحد باشد و در خواست میو در 𝑓𝜖(𝑢)کنیم به صورت می

𝜖حد  →  پیوسته داشته باشیم: 𝑔(𝑥)به ازای هر  0

(20) 𝑔(0) = ∫ 𝑑𝑢
∞

−∞

𝑔(𝑢)𝑓𝜖(𝑢).  

تابعی که بالاتر از آن صحبت کردیم یکی از این دسته توابع است. اما تاریخی هم که نگاه کنیم، اولین تابع از این دست، 

 معرفی و کار با تبدیل فوریه چیزی شبیه به این نوشت:. ژوزف فوریه، برای [2]آیدتابعی است که از بسط فوریه به دست می



(21) 𝑔(𝑢) =
1

2𝜋
∫ 𝑑𝑣

∞

−∞

 𝑔(𝑣)∫ 𝑑𝑥
∞

−∞

cos[𝑥(𝑢 − 𝑣)]  

های تابع دلتای دیراک بر همین اساس ساخته شده ایم. یکی از نمایشکه تقریبا شکل حقیقی تابعی است که ما در بالا آورده

 نظر بگیرید:است. تابع زیر را در 

(22) 𝜂𝜖(𝑘) = ∫ 𝑑𝑥
1/𝜖 

−1/𝜖

cos(𝑘𝑥) =
1

𝜋𝑘
sin (

𝑘

𝜖
).  

𝜖این تابع تمام شرایطی که برای تعریف تابع دلتای دیراک خواسته بودیم را دارد و در نتیجه در حد  → به تابع دلتای دیراک  0

های نوسانی تعریف تابع دلتای دیراک است. به این معنی که در شود. این نمایش تابع دلتای دیراک، از رشته نمایشتبدیل می

، تابع همه جا )به جز حول و حوش مبدا( صفر شود. بلکه در این حد بالا و پایین 𝜖این رشته این طور نیست که با کوچک کردن 

شود و فقط اثر شود که وقتی انتگرال روی آن بگیریم، اثر این نقاط حذف میمی تندقدر تمام نقاط به جز مبدا، آن رفتنش در

𝜖هایی از این تابع به ازای ماند. شکل پایین نمونهمبدا باقی می = 𝜖و  0.01 = دهد. توجه کنید که مقیاس را نشان می 0.05

 های عمودی متفاوت است.محور

  

𝜖 = 0.01 𝜖 = 0.05 

. دقت 𝜖برای کمیت  0.01و  0.05شود به ازای دو مقدار ( داده می22ی )نمایشی از تابع دلتای دیراک که با رابطه -۳شکل 

 های عمودی در دو شکل یکسان نیست.کنید که مقیاس محور

 

ای که برای چگالی انرژی به دست آوردیم، با چنین تعریفی از تابع دلتای دیراک مواجه شدیم که البته حدود در رابطه

تر بود. به این ترتیب اگر به حد ترمودینامیک بسیار بزرگ دستگاههای اصلی انتگرالش بینهایت نبود، ولی به نسبت طول موج

هایی که شود، اما در مقیاسرا در نظر بگیریم، این تقریب دقیق می دستگاهبرویم، یعنی میانگین کلی چگالی انرژی 

 کند.شود هم این تقریب بسیار خوب کار میهای معمول انجام میگیریاندازه

شود که در نتیجه یک نه چندان کوتاه انجام می ی زمانیها معمولا در یک بازهگیریاین را هم اضافه کنیم که اندازه

کند. برای نشان دادن این مساله باز هم تر میگیری زمانی هم باید انجام دهیم که اثر مشابهی دارد و تقریب ما را موجهمیانگین

بعد حساب کنیم.   بسامد را در یکگیریم. بیایید میانگین زمانی چگالی انرژی دو موج تکای را در نظر میتر شدهشکل ساده

 ی الکتریکی از رابطه میدان



(23) 𝐸 = 𝐸1e
𝑖(𝑘1𝑥−𝜔1𝑡) + 𝐸2e

𝑖(𝑘2𝑥−𝜔2𝑡)  

آوریم. مربع میدان دو جور ی مربع میدان الکتریکی را به دستکنیم، باید اندازهآید. وقتی چگالی انرژی را حساب میدست میبه

ضرب میدان یک موج در هایی که حاصلبسامد است و جملههای تکهای که از مربع کردن هر کدام از موججمله دارد، جمله

ضرب دو موج در هم کوچک است. ی حاصلخواهیم نشان دهیم این است که متوسط جملهمیدان موج دوم است. چیزی که می

 بنامم. به این ترتیب: 𝑢12بگذارید این جمله را 

(24) 〈𝑢12〉 =
1

𝑇
∫ 𝑑𝑡

𝑇

0

𝑢12(𝑡) =
1

𝑇
𝐸1𝐸2

∗e𝑖(𝑘1−𝑘2)𝑥 ∫ 𝑑𝑡
𝑇

0

e𝑖(𝜔1−𝜔2)𝑡.  

ی ثانیه باشد. تواند از مرتبهکند و میگیر میدان را بررسی میاندازه دستگاهآن  مدت زمانی است که در طی 𝑇در این رابطه، 

گرفتن انتگرال است.  1015rad/sهستند که برای نور با دمای خورشید، حدود  دستگاههای نوعی هم بسامد 𝜔1,2های بسامد

بکنیم که عملا منظورمان جز حقیقی این انتگرال است، چون چگالی انرژی کمیتی بالا کاملا سرراست است. البته باز باید دقت 

گیری زمانی کاری ندارد، پس فقط جز حقیقی انتگرال را نیست و به میانگین است. قسمت بیرون انتگرال چندان مهم حقیقی

 کنیم.بررسی می

(25) 𝑅𝑒 (∫ 𝑑𝑡
𝑇

0

e𝑖(𝜔1−𝜔2)𝑡) =
1

𝑇(𝜔1 − 𝜔2)
sin[(𝜔2 − 𝜔1)𝑡].  

تواند بسیار کوچک باشد. اگر مثلا نور زرد و آن می دهد. اما ضریب جلویی سینوس که عددی بین منفی یک تا یک میجمله

است و در نتیجه، از  1015rad/sها همچنان در حد همان سبز را به عنوان دو بسامد مورد نظرمان فرض کنیم، تفاضل بسامد

شود که بسیار کوچک است. تنها می 15−10ی ایم، کمیت حاصل چیزی از مرتبهگیری را حدود ثانیه گرفتهآنجا که زمان اندازه

نیه شود. در تقسیم بر یک ثا 2𝜋ی دهد که تفاضل این دو بسامد هم از مرتبهی واحد میوقتی این انتگرال مقداری از مرتبه

تواند دار، میی دارید که با پانزده رقم معنیدستگاهاش این است که چنین دو بسامدی از هم، معنی صیوری، تشخمقیاس موج ن

 بگیرد! بسامد را اندازه

 هایی که همراهگیری کنیم، مدیا مکان میانگین در زمانتوان گفت که اگر به شکل شهودی این طور می کل داستان را

افزایی مخرب و در نهایت اثر جمعی این دو، نقشی در انرژی کنند و گاهی همافزایی سازنده میبا هم بالا و پایین نروند، گاهی هم

ورد قسمتی از انرژی متوسط ندارد و فقط باید انرژی مدهای مختلف را جداگانه حساب کرد و در نهایت با هم جمع زد. در م

به زبان ریاضی بخواهیم  را گرفت. توان همین نتیجهآید، با استدلال مشابهی میالکترومغناطیسی که از میدان مغناطیسی می

 های الکتریکی و مغناطیسی امواج به این صورت هستند:آید که میانگین زمانی )و مکانی( میدانبنویسیم، به این شکل در می

(26) 〈𝐸⃗ (𝑘⃗ , 𝑡) ⋅ 𝐸⃗ (𝑘⃗ ′, 𝑡)〉𝑡,𝑉 = 𝐶𝐸𝛿(𝑘⃗ − 𝑘⃗ ′),  

(27) 〈𝐵⃗ (𝑘⃗ , 𝑡) ⋅ 𝐵⃗ (𝑘⃗ ′, 𝑡)〉𝑡,𝑉 = 𝐶𝐵𝛿(𝑘⃗ − 𝑘⃗ ′)  

ها بعد از حل مساله انجام شده، یعنی حل معادلات ماکسول را در دست گیریهستند. این میانگین دو ثابت 𝐶𝐵و  𝐶𝐸که 

کنیم که در بخش بعدی، ایم. برای این روی این موضوع تاکید میها میانگین را حساب کردهایم و با استفاده از این حلداشته

 ها را حساب کنیم.هایی شبیه این همبستگیها چیزقرار است بدون در دست داشتن حل معادله



شود، ینتینگ داده مید سطح است. این کمیت با بردار پویافتن آهنگ شارش انرژی تابشی بر واح ،قسمت بعدی کار

= 𝑆یعنی 
1

𝜇0
𝐸⃗ × 𝐵⃗  .ی پر از امواج ی دلخواه در محفظهچرا؟ یک نقطه کند.این کمیت مشکل ما را حل نمی اما صرفا داشتن

 خواهیم عبور انرژی از سطحی دلخواه که از این نقطهرا در نظر بگیرید. فرض کنید میدر تعادل ترمودینامیکی مغناطیسی الکترو

.𝑆 (𝑥 )شود گذرد را حساب کنیم. این کمیت میمی 𝑛̂  که𝑛̂ گیری آن در جهتی است است و سمت ی عمود بر سطحبردار یکه

رود باید ای از سویی به سوی دیگر نمیاز آنجا که قاعدتا به صورت خالص، هیچ انرژی خواهیم عبور انرژی را حساب کنیم.که می

نتینگ میانگینی برابر با صفر دارد. درستش را بخواهید این است که بله کل یت صفر باشد، یعنی کلا بردار پویمیانگین این کم

رود و مقداری هم از راست به چپ. چیزی که نیاز میشار انرژی صفر است، ولی هر لحظه مقداری انرژی از چپ به راست سطح 

ط یکی از این دو مقدار انرژی است، چرا که الکترومغناطیسی را بیابیم فق ی پر از میدانی محفظهداریم تا آهنگ تابش از دیواره

های مولفهبنابراین باید  نیستند. ، یعنی بیرون کاواک،در یک سمت دیواره، امواج الکترومغناطیسی وجود دارند و در سوی دیگر

. 𝑘⃗ها را باز کنیم و فقط شارش آنهایی را در نظر بگیریم که مختلف موج 𝑛̂  مثبت است. شاید بپرسید چرا𝑘⃗ . 𝑛̂  و نه𝑆 . 𝑛̂ کاملا .

دد ناطیسی بردار عدهیم، برای هر مد موج الکترومغاید و ما هم اندکی بعد نشان میطور که دیدهجایی است. اما همانبهسوال 

 جهتند.موج و بردار پوینتینگ هم

نتینگ، فقط باید یادمان برگردیم به حساب کردن بردار پوی داریم وای از ذهن نگهای که گفتیم را در گوشهبگذارید نکته

 نویسیم:می (۱۱ی )با کمک معادلهپس دردبخوری است، های مختلف چیز بهینتینگ مربوط به مداشد که خوب است بردار پوب

(28) 
𝑆 (𝑥 , 𝑡) =

1

𝜇0
∫

𝑑3𝑘1

(2𝜋)3
𝑑3𝑘2

(2𝜋)3
(𝐸⃗ (𝑘⃗ 1)𝑒

𝑖𝑘⃗ 1⋅𝑥 𝑒−𝑖𝜔(𝑘⃗ 1)𝑡 + c. c. )

× (
𝑘⃗ 2

𝜔(𝑘⃗ 2)
× 𝐸⃗ (𝑘⃗ 2)𝑒

𝑖𝑘⃗ 2⋅𝑥 𝑒−𝑖𝜔(𝑘⃗ 2)𝑡 − 𝑐. 𝑐. ). 

 

این و نه خود  روی حجمی کوچک و در زمانی معقول است نتینگکه لازم داریم میانگین بردار پویی مانند چگالی انرژی، چیز

ها محاسبهگیریم. میانگین می مقیاسدرشتروی حجمی کوچک نسبت به ابعاد حالا بردار در زمان و مکانی دقیق و مشخص. 

ای که از بخش قبل به بنویسیم با تجربههم وار پس شاید اگر خلاصه بسیار شبیه به آن است که در مورد چگالی انرژی داشتیم.

 راحتی آن را دنبال کنید وانید بهبتاحتمالا دست آمده است 

(29) 𝑆 (𝑥 , 𝑡) =
2

𝜇0𝑉1
∫

𝑑3𝑘

(2𝜋)3
[𝐸⃗ (𝑘⃗ ) × (

𝑘⃗ 

𝜔(𝑘)
× 𝐸⃗ (𝑘⃗ )

∗
) + 𝑐. 𝑐. ].  

  𝑘⃗های الکتریکی و مغناطیسی بر راستای انتشار، یعنی همان راستای اند، یعنی میدانامواج الکترومغناطیسی در خلا عرضی

𝜔دانیم های خارجی عبارت بالا بسیار ساده است. علاوه بر این میی ضربعمودند. پس محاسبه = 𝑐𝑘 و درنتیجه 

(30) 𝑆 (𝑥 , 𝑡) =
4

𝜇0𝑐𝑉1
∫

𝑑3𝑘

(2𝜋)3
(𝐸⃗ (𝑘) ⋅ 𝐸⃗ (𝑘)∗)𝑘̂.  

. دوم، به ایمها باز کردهمد ینتینگ را بر حسبکه بردار پونگاهش کنیم. اول اینی جذابی است. بگذارید با دقت نتیجه

به دست آمده   𝑘⃗ی شارش انرژی در مد نتینگ همسو با بردار موج است. سوم، عبارتی که به عنوان اندازهازای هر مد، بردار پوی

, 𝑆 (𝑥اگر بنویسیم بسیار شبیه به چگالی انرژی است.  𝑡) = ∫
𝑑3𝑘

(2𝜋)3
𝑆 (𝑘⃗ )  و𝑢(𝑥 , 𝑡) = ∫

𝑑3𝑘

(2𝜋)3
𝑢(𝑘⃗ ):در این صورت داریم ، 



(31) 𝑆 (𝑘⃗ ) = 𝑐𝑢(𝑘⃗ )𝑘̂.  

ز اول دنبالش بودیم را ثابت کنیم، باید یک سطح فرضی بگیریم، مثلا سطحی عمود به محور ای که ادیگر راهی نمانده تا رابطه

𝑧  و بعد به ازای تمام𝑘⃗ ی هایی که مولفه𝑧 ،شان مثبت است𝑆 . 𝑧̂ بزنیم تا توان تابشی به دست آید را حساب کنیم و با هم جمع 

(32) 𝐼 = 𝑆 . 𝑛̂ = ∫
𝑑3𝑘

(2𝜋)3
𝑐𝑢(𝑘) cos 𝜃.  

 تواند تغییر کند. پس:می 𝜋/2از صفر تا  𝜃باید این انتگرال را روی نیمی از فضای تکانه زد، یعنی 

(33) 𝐼 = 𝑐 ∫
𝑘2𝑑𝑘

(2𝜋)3
𝑢(𝑘)∫𝑑𝜙 ∫ cos 𝜃 sin 𝜃 𝑑𝜃

𝜋/2

0

= 𝑐𝜋 ∫
𝑘2𝑑𝑘

(2𝜋)3
𝑢(𝑘)  

𝑢که اگر با چگال انرژی  = 4𝜋 ∫
𝑘2𝑑𝑘

(2𝜋)3
𝑢(𝑘) بینیم که مقایسه کنیم می 

(34) 𝐼 =
𝑐

4
𝑢  

 ای که دنبالش بودیم. یعنی همان نتیجه

تکانه را  آوریم. برای این کار باید رد شارشی بین فشار و چگالی انرژی را هم به دست ماند این است که رابطهای که مینکته

نتینگ شارش انرژی واهید، باید بگوییم که بردار پویترش را بخانرژی را گرفتیم. دقیق های بالا ما رد شارشبگیریم. در محاسبه

، باید نه را بررسی کنیمشارش تکابخواهیم  انرژی را دربیاوریم. اگرداد و در نتیجه با استفاده از آن توانستیم آهنگ تابش را می

دهد. این کمیت در الکترومغناطیس کلاسیک شناخته شده است: تانسور تنش که سراغ کمیتی برویم که رد شارش تکانه را می

𝐾⃗⃗ 𝑖ام تکانه را دنبال کنیم، باید از بردار 𝑖ی دهند. اگر بخواهیم رد مولفهنشان می 𝑇𝑖𝑗معمولا با  = (𝑇𝑖1, 𝑇𝑖2, 𝑇𝑖3)  استفاده

𝑢��کنیم. یعنی درست مانند حالت انرژی که داشتیم 

𝜕𝑡
+ ∇ ⋅ 𝑆 = 𝑝𝑖��اینجا داریم  0

𝜕𝑡
− ∇ ⋅ 𝐾𝑖 = چگالی تکانه در  𝑝𝑖که  0

 :[3]های الکترومغناطیس بیابیدکتاب توانید در بیشترشکل تانسور تنش را می ام است.𝑖راستای 

(35) 𝑇𝑖𝑗 = 𝜖0 (𝐸𝑖𝐸𝑗 −
1

2
𝛿𝑖𝑗‖𝐸‖2) +

1

𝜇0
(𝐵𝑖𝐵𝑗 −

1

2
𝛿𝑖𝑗‖𝐵‖2).  

ام 𝑗ی ام عمود است را در نظر بگیرید. مولفه𝑖تانسور تنش مفهومی بسیار شهودی و فیزیکی دارد. سطحی فرضی که بر راستای 

است. با این حساب  𝑇𝑖𝑗شود های الکترومغناطیسی در واحد سطح بین دو سوی این سطح رد و بدل مینیرویی که از طرف میدان

 های قطری این ماتریس، بنابراین:مولفهمنفی آید که فشار برابر است با ه دست میب

(36) 𝑃 = −
1

2
𝜖0(𝐸𝑥

2 − 𝐸𝑦
2 − 𝐸𝑧

2) −
1

2𝜇0
(𝐵𝑥

2 − 𝐵𝑦
2 − 𝐵𝑧

2).  

ایم، پیمودن ی بین فشار و چگالی انرژی بسیار شبیه چیزی است که پیشتر نشان دادهبا توجه به این که مسیر رسیدن به رابطه

های الکترومغناطیسی در حال تعادل توانید نشان دهید که برای میدانعلاوه بر این می گذاریم.ی شما میبه عهدهاین مسیر را 

 های برشی صفر هستند. نیرو

 



 های الکترومغناطیسی کلاسیک تر بر اساس موجرهیافت مجرد -۴

شود، مساله را جلو ببریم. اما گیری میدر بخش قبل سعی کردیم با مراجعه به شهود و آن چیزی که در واقع اندازه

دهیم. بنابراین در این تر ریاضی قوام های دقیقهای شهودی را با روشاست که این روشسازوکاری درست کردهمکانیک آماری 

ایم که عملا یک ی را در نظر گرفتهدستگاهجذابیت این مساله در این است که  بینید.بخش، احتمالا روابط ریاضی بیشتری می

ی میدان تابع پارش بنویسیم و از این طریق روابط ترمودینامیکی را به دست خواهیم برای این نظریهی میدان است و مینظریه

ها بخواهید الکترودینامیک ی میدان وجود دارد که اگر بعدهایی در این نظریهطور که خواهیم دید، پیچ و خمازه، همانآوریم. ت

ها را در کنیم ارزشش را دارد که این پیچیدگیکنید. برای همین فکر میها برخورد میکوانتمی را یاد بگیرید، به این پیچ و خم

 به فیزیک ماجرا داریم ببینیم. جایی که احساس نزدیکی بیشتری 

بگذارید پیش از این که به مثال خاص الکترودینامیک برسیم، رویکرد فیزیک آماری را به صورت کلی دوره کنیم تا 

های هنگردی گیریهای زمانی از میانگینگیریبه جای میانگین در رهیافت مکانیک آماری هایی را باید برداریم.چه قدمببینیم 

ی اصلی مکانیک آماری به عبارتی قضیهزنیم. مان جمع میدستگاههای مختلف بندیکنیم، به عبارتی روی پیکرمیاستفاده 

را  دستگاهگیری هنگردی یکسان است. برای همین به جای این که تحول گیری زمانی، عملا با میانگینگوید که میانگینمی

را  دستگاههای بندیابتدا باید پیکر. مگیریرا می مانی دلخواهنتیجه دستگاههای ربندی، با جمع زدن روی انواع پیکمبررسی کنی

ای آن داده نه، با مختصات مکانی و تکادستگاههای یک بندیپیکر کنیم،یک کلاسیک کار میدر چارچوب مکانکه . فعلا مبشناسی

تواند در یک بعد می ایدر آن ذره در نظر بگیرید کهی را دستگاهمثلا را در فضای فاز مشخص کرد.  دستگاهشود و باید جای می

,𝑝)با مشخص کردن زوج مرتب مکان و تکانه، یعنی  دستگاه. پیکربندی این حرکت کند 𝑞) شود. پس از آن باید مشخص می

یریم، کند را در نظر بگای که در یک بعد حرکت میباز اگر همین ذرهآن بدهیم.  را بر حسب پیکربندی دستگاهی همیلتون

𝐻با عبارتی شبیه معمولا ی آن همیلتون = 𝑝2/2𝑚 + 𝑉(𝑞) شود که داده می𝑉(𝑞)  پتانسیلی است که جسم در آن قرار

1دارد. اگر مثلا جسم مورد نظر به فنر وصل باشد، پتانسیل آن 

2
𝑚𝜔2𝑞2  است. قدم بعدی در مکانیک آماری تشکیل هنگرد

که به آن وزن بولتزمن  متناسب است 𝑒−𝛽𝐻(𝑞,𝑝)گرد احتمال رخداد هر حالت با مناسب است، مثلا هنگرد قانونی. در این هن

𝑒احتمال رخداد هر حالت با توزیع در این مثال جرم و فنر،  .گویندمی
−𝛽(

𝑝2

2𝑚
+

1

2
𝑚𝜔2𝑞2)

/𝑍 شود که داده می𝑍  تابع پارش این

 است: دستگاه

(37) 𝑍 = ∫𝑑𝑞𝑑𝑝 𝑒
−𝛽(

𝑝2

2𝑚
+

1

2
𝑚𝜔2𝑞2)

.  

است، که با توجه به این که  〈𝑞𝑝〉یا  〈𝑝2〉، 〈𝑞2〉هایی مانند هایی که ممکن است لازم شود حساب کنیم کمیتچیز 

وقتی که به بماند برای آیند. به نظرمان باز کردن این موضوع، میها بسیار ساده به دست این میانگین ،ها گوسی استاحتمال

 . ایممان رسیدهغناطیسیی الکتروممساله

 هاست:هایی که برای حل این مساله باید برداریم اینی الکترودینامیک از دیدگاه آماری. گامبرگردیم به مساله

 را بنویسیم. دستگاهمیلتونی مربوط به این ( ه۱

 های کانونی را به دقت تعریف کنیم.ها و تکانه( مختصه۲

 آوریم.تابع وزن بولتزمن را به دست  (۳



 خواهیم را حساب کنیم.هایی که میگیری با وزن بولتزمن به دست آمده، کمیت( در نهایت با میانگین۴

ماجرا این است به  کند.اما جذاب می ای دارد که کمی کار را سختلکترومغناطیس پیچیدگیمتاسفانه یا خوشبختانه، ا

ی همیلتونها. یعنی باید لاگرانژی و الکترومغناطیسی هستند و نه میدان های، پتانسیلدستگاههای دینامیکی صورت بنیادی، متغیر

کنند ها دردسر دیگری درست میها معادلات حرکت را نوشت. تازه، همین پتانسیلها نوشت و از روی آنرا برحسب این کمیت

هایمان نیاوریم، باید پیمانه را مشخص زدنجمعهای تکراری در ای داریم و برای این که حالتو آن هم این که آزادی پیمانه

 ار سخت شود. به همین دلیلها را با هم انجام دهیم، شاید دنبال کردن این نوشتی این کارکنیم. به نظرمان رسید که اگر همه

است و چه چیزی ها به چه منظوری مشخص باشد هر قسمت از محاسبهایم که آورده در جعبه-ها را به صورت جعبهاین استدلال

توانید ولی بدون دانستن محتویات جعبه هم میها را به دقت بخوانید، توانید هر کدام از جعبهخواهد به دست آورد. میرا می

 ها را دنبال کنید.استدلالخط کلی 

 کانونیک ماکسول هایه: معادلی یکجعبه
ایم. چیزی که قرار است ی نوشتهونهمیلتی الکترودینامیک در خلا را با روش در این جعبه، مساله

های همیوغ در این مساله چیست و ها و تکانهدر نهایت در این جعبه بفهمیم این است که مختصه

 شود.ها نوشته میی چگونه بر حسب این کمیتهمیلتوندر نهایت 

 

های معادلهشوند. اما همین می ارائههای ماکسول به عنوان قوانین اصلی و بنیادی الکترومغناطیس معمولا معادله

 هایهتمام معادل معمولهای به عبارتی با توجه به این که در مدلترین کنش به دست آورد. توان از اصل کمماکسول را می

نیست. برای این که  مستثناآید، الکترومغناطیس هم از این داستان حرکت از وردش گرفتن از یک کنش به دست می

های دینامیکی کنیم باید کنشی بیابیم که با وردش گرفتن از آن نسبت به متغیر ارائهرا از این روش  الکترومغناطیس

هایی تلاش کنید چنین کنشی را خودتان به دست آورید. تلاش ه شود. بسیار هیجان انگیز است کههای ماکسول نتیجمعادله

𝑆یبا رابطهدر خلا ماکسول  کنشاست که اند به این نتیجه رسیدهها کردهپیشهکه فیزیک = ∫𝑑𝑡 𝐿  و لاگرانژی هم با

 یرابطه

(38) 𝐿 =
1

2
∫𝑑3 𝑥 (𝜖0𝐸⃗ 

2 −
1

𝜇0
𝐵⃗ 2),  

یکی و مغناطیسی بر حسب های الکترمیدان های دینامیکی نیستند.های الکتریکی و مغناطیسی متغیر، اما میدانشودداده می

𝐴𝜇 های چاربردار پتانسیللفهوم = (𝜙, 𝐴 ) و باید وردش را نسبت  هستند دستگاههای قانونی کمیتها اینشود که بیان می

= 𝐸⃗کنیم که آوری ذکر میها گرفت. برای یادبه آن −∇𝜙 − 𝜕𝑡𝐴   و𝐵⃗ = 𝛻 × 𝐴  . 

ی را تعریف کرد و تابع پارش را برحسب آن نوشت. برای همین نیاز است که همیلتوندر مکانیک آماری، باید 

:𝜋𝜇یوغ های همتعریف تکانههای دینامیکی را هم بیاوریم. های همیوغ با متغیرتکانه =
𝛿𝑆

𝛿𝜕𝑡𝐴
𝜇 ی دهد که تکانهبه ما نشان می

𝜋𝑖متناسب با میدان الکتریکی است؛  𝐴نظیر پتانسیل برداری  = −𝜖0𝐸𝑖.  ی نظیر پتانسیل تکانهکه  آیدمیبه دست اما

𝜋0 صفر است؛ 𝜙اینرده =  شود.، که خب، ممکن است عجیب به نظر برسد. ولی اگر جلوتر برویم همه چیز درست می0



های دینامیکی تابعی از ی میدان مواجهیم، یعنی متغیرجا که با یک نظریهنوبت به ساختن همیلتونی است. از آن

گیری فضایی روی آن همیلتونی کل را کنیم و انتگرالتعریف را میلتونی چگالی هفضا هستند، طبیعی است که کمیتی مثل 

 بدهد:

(39) 
𝐻 ≔ (∫𝑑3𝑥 𝜋𝜇𝜕𝑡𝐴

𝜇) − 𝐿 = ∫𝑑3𝑥 [
1

2
(
𝜋⃗ 2

𝜖0
+

𝐵⃗ 2

𝜇0
) + 𝜋⃗ ⋅ ∇𝜙]

= ∫𝑑3𝑥 [
1

2
(
𝜋⃗ 2

𝜖0
+

𝐵⃗ 2

𝜇0
) − 𝜙∇ ⋅ 𝜋⃗ ] 

 

ای سهمی در دینامیک ایم. چنین جملهپوشی کردهگیری جزء به جزء چشمی مرزی در انتگرالکه در گام آخر از جمله

دهد های ماکسول را میخوب است بررسی کنیم آیا معادلات همیلتون، همان معادله ،همیلتونی نپس از ساختها ندارد. میدان

 بسیار ساده است: 𝜋0ی حرکت همیلتون برای معادلهیا نه. 

(40) 0 = 𝜕𝑡𝜋0 =
𝛿𝐻

𝛿𝜙
= −∇ ⋅ 𝜋⃗ = 𝜖0∇ ⋅ 𝐸⃗ .  

 بازتاب قیدی است که از آغاز بر فضای فاز نظریه زده)در خلا( بندی، قانون کولن بینیم که در این فرمولبه این ترتیب می

 عبارت است از  𝐴ی حرکت همیلتون برای است. معادله اینردهیوغ پتانسیل ی همدن تکانهشده است و آن صفر بو

(41) 𝜕𝑡𝐴 =
𝛿𝐻

𝛿𝜋⃗ 
=

𝜋⃗ 

𝜖0
+ ∇𝜙,  

ی حرکت از معادله)در خلا( ی آمپر کند. معادلهها را بازآفرینی میکه همان تعریف میدان الکتریکی بر حسب پتانسیل

 آید:به دست می  𝜋⃗همیلتون برای 

(42) 𝜕𝑡𝜋⃗ = −
𝛿𝐻

𝛿𝐴 
= −

1

𝜇0
∇ × 𝐵⃗ .  

رسیم بنویسیم به این نتیجه می اینردهی همیلتون را برای پتانسیل ی ندارد و اگر معادلهگستب 𝜋0به  𝐻همیلتونی 

𝑡𝜙��که  = دانیم که تعریف میدان الکتریکی و مغناطیسی . اما چرا باید چنین قیدی بر پتانسیل اسکالر اعمال شود؟ ما می0

 𝐴𝜇سی نظیر چاربردار پتانسیل های الکتریکی و مغناطیای است. یعنی اگر برای توصیف میدانی آزادی پیمانهدربرگیرنده

𝐴′𝜇توانیم چاربردار می ≔ 𝐴𝜇 + 𝜕𝜇𝜒 که بگوییم  را به کار ببریم بی آن𝜒  چه تابعی است. پس فرض𝜕𝑡𝜙 = مجاز  0

 هست اما ضروری نیست. 

′𝐻همیلتونی که بالا به دست آوردیم،  𝐻 همیلتونی فرض کنید که به جایمثلا  ≔ 𝐻 + ∫𝑑3𝑥𝜋0𝜉  را به کار

ی حرکت همیلتون نظیر ای که معادلهی آزادی تازهشود؛ درجهبه عنوان ضریب نامعین لاگرانژ دانسته می 𝜉ببریم که در آن 

𝜋0آن، قید  = دهد دهد ولی نشان میی حرکت آمپر را به دست میچنان معادلههم ′𝐻دهد. همیلتونی را به دست می 0

𝑡𝜙��که  = 𝜉. 

های حرکت با مقدار همیلتونی روی گی صریحی به زمان ندارد انرژی نظیر هر پاسخی از معادلهستون لاگرانژی بچ

 :پسکنند( که در معادلات حرکت صدق می تحولی در فضای فاز)لاک حرکت یعنی شود. لاک حرکت داده می

(43) 𝐻 =
1

2
∫𝑑3𝑥 (𝜖0‖𝐸 ⃗⃗  ⃗(𝑥 )‖

2
+

1

𝜇0
‖𝐵 ⃗⃗  ⃗(𝑥 )‖

2
).  



های ها که مولفههای همیوغ بنویسیم. مختصهها و تکانهدرستش این است که همیلتونی را بر حسب مختصهدر هر صورت اما 

وجود ی بالا . میدان الکتریکی صریحا در معادله 𝐸⃗−های بردار ها هم مولفههستند و تکانهای به همراه پتانسیل نرده   𝐴بردار 

 تاو پتانسیل برداری جایگزین کنیم. یعنی:ه شکل ب اما باید میدان مغناطیسی رادارد، 

(44) 𝐻 =
1

2
∫𝑑3𝑥 (𝜖0‖𝐸 ⃗⃗  ⃗(𝑥 )‖

2
+

1

𝜇0
‖∇ × 𝐴 ⃗⃗  ⃗(𝑥 )‖

2
).  

شود به دارش وابسته نیست و فضای فاز را عملا میی خندهای و تکانهبا این اوصاف، همیلتونی به پتانسیل نرده

 های همیوغ آن محدود کرد. پتانسیل برداری و تکانه

 ،(𝐸⃗ (𝑥)−)های همیوغ: ، تکانه𝐴 (𝑥)ی نهایی: مختصات کانونیک: نتیجه

1میلتونی:  ه 

2
∫𝑑3𝑥 (𝜖0‖𝐸 ⃗⃗  ⃗(𝑥 )‖

2
+

1

𝜇0
‖∇ × 𝐴 ⃗⃗  ⃗(𝑥 )‖

2
). 

هایی که لازم داریم باز کند. تواند راه را برای حساب کردن میانگینایم میی یک به دست آوردهای که در جعبهنتیجه

بولتزمن از جنس تابع گوسی است.  ی دوم است و عملا وزنها از درجهنسبت به مختصات و تکانه دستگاهخوشبختانه همیلتونی 

ها سر و کار داریم با آن هایی کهتعداد متغیرهایی هم وجود دارد. اول این که از آن سو پیچیدگیاما ماجراست.  ها خوبیاین

عملا با یک  دانستیم، چون معلوم بود کهمثلا برای جرم و فنر فضای فاز تنها دو بعد داشت. البته این را از اول می است. شماربی

,𝐴1): سه متغیر دینامیک داریم  𝑥 ی دلخواهی میدان طرف هستیم و در هر نقطهنظریه 𝐴2, 𝐴3)  و به همین تعداد متغیر

 شود.پس تابع پارش ما تبدیل به چیزی مانند انتگرال مسیر می تکانه.

(45) 𝑍 = ∫𝐷𝐴 (𝑥 )𝐷𝐸⃗ (𝑥 ) exp [−
𝛽

2
∫𝑑3𝑥 (𝜖0‖𝐸 ⃗⃗  ⃗(𝑥 )‖

2
+

1

𝜇0
‖∇ × 𝐴 ⃗⃗  ⃗(𝑥 )‖

2
)] .  

ی گیرد و معمولا در محاسبهبه خودش می 𝐴 (𝑥 )هایی است که تابع به معنی جمع زدن روی تمام حالت  𝐷𝐴 (𝑥 )نماد 

شاید به دست آوردن این تابع پارش وحشتناک به نظر بیاید. هرچند که واقعا این طور شویم. ها با آن مواجه میانتگرال مسیر

رژی یا داشتی چگالی انمقدار چشممسیر نیست. هدف ما یافتن نیست، ولی الان اصولا نیازی به حساب کردن این انتگرال

تر بشود های گوسی بگیریم. باز برای این که سادهباشیم انتگرال هایی از این دست است که برای این کار تنها نیاز است بلدکمیت

ستگاه رویم تا به هدف برسیم. اولین ایو میکنیم و ایستگاه به ایستگاه جلمسیر کار را دنبال کرد، راه را به چند ایستگاه تقسیم می

ی شویم که جمع روی همهشان بنویسیم. در ایستگاه دوم متوجه میهای فوریهرا برحسب مد  𝐴و   𝐸⃗ های این است که میدان

بیشتری ها با دقت درست نیست و برای همین کمی باید در نوشتن تابع پارش و در نتیجه مقدارچمشداشتی  𝐴و   𝐸⃗های حالت

 آید.ی نهایی به دست میگیریم و نتیجههای گوسی را میجلو برویم. در آخر هم با داشتن همیلتونی به شکل مناسب، انتگرال

 دهیم.های زیر به ترتیب انجام میها را در جعبهاین قدم

 های الکتریکیی دو: فضای فوریه و قید روی میدانجعبه

دهیم این نشان می نویسیم.ها میی میدانهای فوریهب مدبر حس (44) همیلتونی در این جعبه،

∇بر این، به خاطر اعمال شرط  علاوه تبدیل، یک تبدیل قانونی است. ⋅ 𝐸⃗ = بینیم که مناسب می 0

 است تغییراتی در همیلتونی داده شود.

 



 نویسیم. یعنی:ابتدا پتانسیل برداری و میدان الکتریکی را در فضای فوریه می

(46) 𝐴 (𝑥 ) = ∫
𝑑3𝑘

(2𝜋)3
(𝐴 (𝑘⃗ )𝑒𝑖𝑘⃗ ⋅𝑥 + 𝐴 (𝑘⃗ )

∗
𝑒−𝑖𝑘⃗ ⋅𝑥 ),  

(47) 𝐸⃗ (𝑥 ) = ∫
𝑑3𝑘

(2𝜋)3
(𝐸⃗ (𝑘⃗ )𝑒𝑖𝑘⃗ ⋅𝑥 + 𝐸⃗ (𝑘⃗ )

∗
𝑒−𝑖𝑘⃗ ⋅𝑥 ).  

𝐴 (𝑘⃗ ) داریم: هامشخص است که به خاطر حقیقی بودن این میدان
∗
= 𝐴 (−𝑘⃗ )  و𝐸⃗ (𝑘⃗ )

∗
= 𝐸⃗ (−𝑘⃗ ) . 

دهیم، باید این اما وقتی تبدیلی در مختصات کانونی می به نظر بیاید. یک تبدیل ساده و طبیعی تبدیل فوریه شاید

های همیلتون را به هم نریزند، به عبارتی باید تبدیل قانونی باشد. دیدیم که میدان الکتریکی ها جوری باشند که معادلهتبدیل

𝐸⃗ (𝑥 )ی همیوغ پتانسیل برداری است، یعنی تکانه = −𝜋⃗ (𝑥 ). یعنی  های جدید،بنابراین باید ببینیم مختصه 𝐸⃗ (𝑘⃗ ) و𝐴 (𝑘⃗ ) 

 کنیم:میکنش را بازنویسی  ای با هم دارند.چنین رابطههم

(48) ∫𝑑3𝑥 ‖𝐸⃗ (𝑥 )‖
2
= 4∫

𝑑3𝑘

(2𝜋)3
𝐸⃗ (𝑘⃗ ) ⋅ 𝐸⃗ (𝑘⃗ )

∗
,  

(49) ∫𝑑3𝑥 ‖∇ × 𝐴 (𝑥 )‖
2
= 4∫

𝑑3𝑘

(2𝜋)3
𝑘⃗ × 𝐴 (𝑘⃗ ) ⋅ 𝑘⃗ × 𝐴 (𝑘⃗ )

∗
.  

ها هم با های آنای و برداری خطی است، تبدیل فوریههای نردهپتانسیلی بین میدان الکتریکی و رابطهاز آن جا که 

 ی خطی دارند:هم رابطه

(50) 𝐸⃗ (𝑘⃗ ) = 𝜕𝑡𝐴 (𝑘⃗ ) − 𝑖𝑘⃗ 𝜙(𝑘⃗ ).  

 پس لاگرانژی عبارت است از

(51) 𝐿 = 2∫
𝑑3𝑘

(2𝜋)3
[(𝜕𝑡𝐴 (𝑘⃗ ) − 𝑖𝑘⃗ 𝜙(𝑘⃗ )) ⋅ (𝜕𝑡𝐴 (𝑘⃗ )

∗
+ 𝑖𝑘⃗ 𝜙(𝑘⃗ )

∗
) − 𝑘⃗ × 𝐴 (𝑘⃗ ) ⋅ 𝑘⃗ × 𝐴 (𝑘⃗ )

∗
].  

 از این جا روشن است که 

(52) 𝜋⃗ 𝐴 (𝑘⃗ ) ≔
𝛿𝐿

𝛿𝜕𝑡𝐴 (𝑘⃗ )
=

2

(2𝜋)3
(𝜕𝑡𝐴 (𝑘⃗ )

∗
+ 𝑖𝑘⃗ 𝜙(𝑘⃗ )

∗
) =

2

(2𝜋)3
𝐸⃗ (𝑘⃗ )

∗
.  

2یعنی 

(2𝜋)3
𝐸⃗ (𝑘⃗ )

∗
ها برقرار است. پس تبدیل فوریه به های همیلتون برای این متغیراست و معادله 𝐴 (𝑘⃗ )ی همیوغ تکانه 

توانیم در برد. پس میرا از یک مختصات به مختصاتی دیگر می دستگاهتوصیف که شکلی که گفته شد، تبدیلی قانونی است 

 جمع بزنیم. یعنی بنویسیم 𝐸⃗ (𝑘⃗ )و  𝐴 (𝑘⃗ )، روی 𝐸⃗ (𝑥 )و  𝐴 (𝑥 )های گیری روی حالت( به جای انتگرال45)تابع پارش 

(53) 𝑍 = ∫𝐷𝐴 (𝑘⃗ )𝐷𝐸⃗ (𝑘⃗ ) exp [−𝛽𝐻[𝐴 (𝑘⃗ ), 𝐸⃗ (𝑘⃗ )]] .  

 ای نیست:هم کار پیچیدهمختصات جدید بنویسیم که آنبه این ترتیب باید همیلتونی را برحسب 



(54) 

𝐻 =
1

2
∫𝑑3𝑥 (ϵ0‖𝐸⃗ (𝑥 )‖

2
+

1

μ0
‖𝐵⃗ (𝑥 )‖

2
)

= 2∫
𝑑3𝑘

(2𝜋)3
(ϵ0𝐸⃗ (𝑘⃗ )

∗
⋅ 𝐸⃗ (𝑘⃗ ) +

1

𝜇0
𝑘⃗ × 𝐴 (𝑘⃗ )

∗
⋅ 𝑘⃗ × 𝐴 (𝑘⃗ )). 

 

تواند هر تابع دلخواهی این است که میدان الکتریکی نمی سرراست نیستی تابع پارش ای که در محاسبهتنها نکته

∇ایم. چرا؟ چون در خلا همیشه داریم باشد و اگر جمع روی همه جور تابع را بزنیم، اشتباه کرده ⋅ 𝐸⃗ (𝑥 ) = و درنتیجه  0

محدود کنیم. اما  رسد که جمع رامان بیاوریم که این خاصیت را دارند. به نظر کار سختی میهایی را باید در جمعتنها تابع

فقط بگذارید ایده را  ارزد.پیدا کنید؟ به نظر ما به امتحانش می ابتوانید این راه حل رکنید تری وجود دارد. فکر میراه ساده

میلتونی جدید کنند در ههایی که در قید را برآورده نمیبشود همیلتونی را طوری تغییر داد که سهم میدانشاید بگوییم. 

 صفر شود.

∇قید روش معمول این است:  ⋅ 𝐸⃗ (𝑥 ) = ⋅ 𝑘⃗گوید که می 0 𝐸⃗ (𝑘⃗ ) =   𝑘⃗، یعنی میدان الکتریکی باید بر بردار 0

توان آن را . در هر صورت میاند در این رابطه صدق کند یا نکندتورا در نظر بگیرید که می 𝐸⃗ (𝑘⃗ )میدان دلخواه  عمود باشد.

𝐸⃗ (𝑘⃗ )یعنی نوشت:  تقسیم کرد،و عمود بر این بردار   𝑘⃗ی موازی با بردار مولفه دو به = 𝐸⃗ ⟘(𝑘⃗ ) + 𝐸⃗ ∥(𝑘⃗ ) این تقسیم بندی .

میدان  ⟘ 𝐸⃗قسمت  کند،وقتی روی میدان الکتریکی اثر می اگر بتوانیم عملگری پیدا کنیم کهایم. را در شکل پایین نشان داده

کنیم تا سهم همیلتونی اضافه میها در از همین عملگرچون شود. را دور بریزد مشکلمان حل می قسمت موازیرا نگه دارد و 

 خاصیت زیر را داشته باشد: که هایی که نباید حضور داشته باشند را صفر کند. با این حساب باید دنبال عملگری بگردیمجمله

(55) 𝑷(𝑘⃗ ) 𝐸⃗ (𝑘⃗ ) = 𝐸⃗ ⟘(𝑘⃗ ).  

 

 های موازی و عمود بر بردار موجتقسیم میدان الکتریکی دلخواه به بخش -۳شکل 

 

ماتریسی سه در سه است. مشخص است که این ماتریس  𝑷ای است، عملگر برداری سه مولفهاز آنجا که میدان الکتریکی 

کنیم دیگر شما هم به راحتی فکر میبکشد و یک مولفه را باقی بگذارد. را   𝑘⃗ موازی باهای چگونه باید باشد، باید تمام مولفه

 چنین عملگری را بتوانید بسازید. جواب نهایی این است:

(56) 𝑷𝑖𝑗 = 𝛿𝑖𝑗 −
𝑘𝑖𝑘𝑗

𝑘2
  



𝑷𝑖𝑗𝑘𝑗توانید امتحان کنید و ببینید می = این عملگر، یک عملگر افکنش است و در  نتیجه اگر دو بار روی یک بردار اثر . 0

(𝑷(𝑘⃗ ))کند، یعنی  کند نتیجه با یک بار عمل کردن این عملگر فرقی نمی
2
= 𝑷(𝑘⃗ )  . 

را در نظر بگیرید. اگر این قسمت از همیلتونی را با همیلتونی زیر  (44)قسمت مربوط به میدان الکتریکی همیلتونی 

 جایگزین کنیم،

 (57) 𝐻𝐸 = 2∫
𝑑3𝑘

(2𝜋)3
(ϵ0𝐸⃗ (𝑘⃗ )

∗
⋅ 𝑷(𝑘⃗ ) ⋅ 𝐸⃗ (𝑘⃗ ))  

هستند و میدان موازی  هایی که غیر فیزیکیهای میدان الکتریکی جمع بزنیم، قسمتی حالتو حالا در تابع پارش روی همه

های فیزیکی که وجود یا قسمتکنند و دهند و در تابع پارش ضریب واحد درست میانرژی صفر می با بردار عدد موج است،

ی بالا از دقت کنید که در رابطهکند همان سهم قبلی در تابع پارش را دارند. برایشان فرقی نمی 𝑷عدم وجود عملگر 

 ایم:زیر استفاده کردهگذاری نماد

(58) 𝐸⃗ ∗ ⋅ 𝑷 ⋅ 𝐸⃗ = ∑𝐸𝑖
∗𝑷𝑖𝑗𝐸𝑗

𝑖,𝑗

.  

 جالب است که توجه کنیم که . برداریماند پتانسیل ایم. میهای الکتریکی را حل کردهقید روی میدانبنابراین مشکل 

(59) 𝑘⃗ × 𝐴 (𝑘⃗ )
∗
⋅ 𝑘⃗ × 𝐴 (𝑘⃗ ) = 𝑘2𝐴 (𝑘⃗ )

∗
⋅ 𝑷(𝑘⃗ ) ⋅ 𝐴 (𝑘⃗ ).  

شود و عملا باعث میمیدان الکتریکی دستی اضافه کردیم در این مورد خود به خود وارد یعنی این عاملی که ما در مورد 

ای در راستای بردار عدد موج نداشته باشد. پس کل همیلتونی را به صورت زیر بازنویسی شود که پتانسیل برداری، مولفهمی

 گیریم.ها میهای میدانی حالتی تابع پارش جمع را با خیال راحت روی همهکنیم و در محاسبهمی

(60) 𝐻 = 2∫
𝑑3𝑘

(2𝜋)3
(ϵ0𝐸⃗ (𝑘⃗ )

∗
⋅ 𝑷(𝑘⃗ ) ⋅ 𝐸⃗ (𝑘⃗ ) +

𝑘2

μ0
𝐴 (𝑘⃗ )

∗
⋅ 𝑷(𝑘⃗ ) ⋅ 𝐴 (𝑘⃗ )).  

را بنویسد و از این  به دست آمده از این همیلتونی جدید های حرکت همیلتونکنیم که خواننده معادلهنهاد میپیش

 ی حرکت موج عرضی را به دست آورد.راه معادله

𝛻ی نهایی: با تبدیل مختصات به فضای فوریه و اعمال قید نتیجه ⋅ 𝐸⃗ = در  )60(ی ، همیلتونی به شکل رابطه0

  آید.می

 

ایم و بعد همیلتونی ی الکترومغناطیس نوشتههای کانونی را برای مسالهایم: مختصهببینیم تا کنون چه مسیری را آمده

آید باید بنویسیم چیزی که به نظر میایم. در نهایت هم همه چیز را به فضای فوریه بردهایم. را برای این مختصات به دست آورده

م یهایی که لازم دارم به دست بیاوربینیم که نیازی به نوشتن تابع پارش نیست. کمیته کنیم میتابع پارش است. اما درست نگا

⃗⃗′𝐸𝑖(𝑘⃗ )𝐸𝑗(𝑘〉هایی از جنس چیز توانیم تا ب های گوسی بلد باشیماست که کافی است انتگرال های میدانیا همان همبستگی 〈(⃗ 

خوبی رفتن به فضای فوریه همین است که به دست آوردن تابع پارش و توابع همبستگی در این فضا . ها را حساب کنیمآن



ی گوسی و همبستگی را هم در یک هاانتگرال ی مختلف از هم جدا هستند. محاسبه هایتر است، چون مدتر و سرراستساده

 شویم.آوریم و به مقصد نزدیک میجعبه می

 

 های گوسی.ها با استفاده از انتگرالهای میدانتگی. محاسبه همبسهی سجعبه

آید ولی ما اندکی ( به دست می60کنیم از همیلتونی ) های میدان را حسابخواهیم از روی آن همبستگیپارشی که می تابع

𝑷2دانیم دهیم. اول این که  چون میاین همیلتونی را تغییر می = 𝑷  عملگر ،𝑷 کنیم. علاوه بر را با مجذورش جایگزین می

هایی که به صورت خطی متناسب با میدان باشند. کنیم، یعنی جملهی میدان اضافه میی چشمهاین، به کل همیلتونی جمله

 نویسیم:پس می

(61) 𝐻Tot. = 𝐻 + 𝐻𝐽  

 که 

(62) 
𝐻 = 2∫

𝑑3𝑘

(2𝜋)3
((𝑷(𝑘⃗ ) ⋅ 𝐸⃗ (𝑘⃗ ))

†
(𝑷(𝑘⃗ ) ⋅ 𝐸⃗ (𝑘⃗ ))

+ 𝑘2 (𝑷(𝑘⃗ ) ⋅ 𝐴 (𝑘⃗ ))
†
(𝑷(𝑘⃗ ) ⋅ 𝐴 (𝑘⃗ ))) 

 

 و

(63) 
𝐻𝐽 ≔ ∫

𝑑3𝑘

(2𝜋)3
(𝐸†(𝑘⃗ ) ⋅ 𝑷(𝑘⃗ ) ⋅ 𝐽𝐸(𝑘⃗ ) + 𝐽𝐸

†(𝑘⃗ ) ⋅ 𝑷(𝑘⃗ ) ⋅ 𝐸(𝑘⃗ )

+ 𝐴†(𝑘⃗ ) ⋅ 𝑷(𝑘⃗ ) ⋅ 𝐽𝐴(𝑘⃗ ) + 𝐽𝐴
†(𝑘⃗ ) ⋅ 𝑷(𝑘⃗ ) ⋅ 𝐴(𝑘⃗ )) . 

 

توان هستند. معادل این کار می ها عرضیایم که خیالمان راحت باشد که میدانرا در قسمت جریان هم گذاشته  𝑷های عملگر

کنند. از آنجا که ما ها را عرضی میها اثر کنند، آن 𝐽های جریان، یعنی ها روی جملهاگر این عملگرجور دیگری عمل کرد. 

کنیم برای هر دو جریان مربوط گیریم، یعنی فرض میها را از ابتدا عرضی در نظر میایم، آنها را دستی وارد کردهاین جمله

𝑷(𝑘⃗ )به میدان الکتریکی و پتانسیل مغناطیسی داریم  ⋅ 𝐽 = 𝐽 .یهاعملگر شودیم پس 𝑷  اصولا  جذب کرد. هایانرا در جر

توان به دست آورد. بگیری از تابع پارش های میدان را با مشتقهای جریان این است که همبستگیدلیل اضافه کردن جمله

 بتوان نوشت: تربه عبارت دقیق

(64) 

〈𝐸𝑖(𝑘⃗ )𝐸𝑗( 𝑘′⃗⃗  ⃗)
∗
〉 ≔

∫𝐷𝐸 𝐷𝐴𝑒−𝛽𝐻Tot. 𝐸𝑖(𝑘⃗ )𝐸𝑗( 𝑘′⃗⃗  ⃗)
∗

∫𝐷𝐸 𝐷𝐴𝑒−𝛽𝐻Tot.

=
1

𝑍𝛽2

𝛿2𝑍

𝛿𝐽𝐸𝑖(𝑘⃗ )
∗
𝛿𝐽𝐸𝑗(𝑘

′⃗⃗  ⃗)
|

𝐽𝐸=𝐽𝐴=𝐽𝐸
†=𝐽𝐴

†=0

 
 

 و



(65) 

〈𝐴𝑖(𝑘⃗ )𝐴𝑗( 𝑘′⃗⃗  ⃗)
∗
〉 ≔

∫𝐷𝐸 𝐷𝐴𝑒−𝛽𝐻Tot. 𝐴𝑖(𝑘⃗ )𝐴𝑗( 𝑘′⃗⃗  ⃗)
∗

∫𝐷𝐸 𝐷𝐴𝑒−𝛽𝐻Tot.

=
1

𝑍𝛽2

𝛿2𝑍

𝛿𝐽𝐴𝑖(𝑘⃗ )
∗
𝛿𝐽𝐴𝑗(𝑘

′⃗⃗  ⃗)
|

𝐽𝐸=𝐽𝐴=𝐽𝐸
†=𝐽𝐴

†=0

. 

 

های خوبی فضای فوریه این است که عددهای گوسی کافی است که در نما مربع کامل به وجود بیاوریم. برای گرفتن انتگرال

 به نسبت ساده است: ی کارنتیجهتوان در نظر گرفت. موج مختلف را جداگانه می

(66) 𝑍 ∝ exp(
𝛽

2
∫

𝑑3𝑘

(2𝜋)3
(
𝐽𝐸
†(𝑘⃗ ) ⋅ 𝑷(𝑘⃗ ) ⋅ 𝐽𝐸(𝑘⃗ )

𝜖0
 +

𝜇0

𝑘2
𝐽𝐴
†(𝑘⃗ ) ⋅ 𝑷(𝑘⃗ ) ⋅ 𝐽𝐴(𝑘⃗ ))) .  

ها گیری از جریانبا مشتق شود.های ما وارد نمیهای وابسته به جریان وجود ندارد، در محاسبهچون در ثابت تناسب جمله

 آوریم.های برداری را به دست میهای الکتریکی و پتانسیلهمبستگی میدان

(67) 〈𝐸𝑖(𝑘⃗ )𝐸𝑗(𝑘
′⃗⃗  ⃗)

∗
〉 =

(2𝜋)3𝑘𝐵𝑇

𝜖0
𝛿3(𝑘⃗ − 𝑘′⃗⃗  ⃗)𝑷𝑖𝑗(𝑘⃗ )𝛿𝑖𝑗  

(68) 〈𝐴𝑖(𝑘⃗ )𝐴𝑗( 𝑘′⃗⃗  ⃗)
∗
〉 =

(2𝜋)3𝜇0𝑘𝐵𝑇

𝑘2
𝛿3(𝑘⃗ − 𝑘′⃗⃗  ⃗)𝑷𝑖𝑗(𝑘⃗ )𝛿𝑖𝑗 .  

های های میدان الکتریکی و یکی از مولفهها یکی از مولفههایی که در آنعبارت ها هم صفرند از جمله ی همبستگیبقیه

میدان  اما در کارمان نیاز به همبستگیایم، دست آوردهها را به. با این که همبستگی〈𝐸𝑖𝐴𝑗〉مثل  پتانسیل برداری قرار دارد،

⃗⃗′𝐴𝑖(𝑘⃗ )𝐴𝑗( 𝑘〉گی تمغناطیسی داریم و نه پتانسیل مغناطیسی. خوشبختانه از تابع همبس  ⃗)
∗
گی شود تابع همبستمی  〈

〈𝐵𝑖(𝑘⃗ )𝐵𝑗( 𝑘′⃗⃗  ⃗)
∗
= 𝐵⃗ حساب کرد. از آنجا که را  〈 ∇ × 𝐴   در فضای فوریه داریم𝐵⃗ (𝑘⃗ ) = 𝑖𝑘⃗ × 𝐴 (𝑘⃗ ) :و در نتیجه  

(69) 
〈𝐵𝑖(𝑘⃗ )𝐵𝑗( 𝑘′⃗⃗  ⃗)

∗
〉 =

(2𝜋)3𝜇0𝑘𝐵𝑇

𝑘2
𝜖𝑖𝑚𝑟𝜖𝑗𝑛𝑠𝑘𝑚𝑘𝑛𝑷𝑟𝑠(𝑘⃗ )𝛿

3(𝑘⃗ − 𝑘′⃗⃗  ⃗)𝛿𝑖𝑗  

= (2𝜋)3𝜇0𝑘𝐵𝑇 𝑷𝑖𝑗(𝑘⃗ )𝛿
3(𝑘⃗ − 𝑘′⃗⃗  ⃗)𝛿𝑖𝑗 , 

 

 ایم: چویتا است. برای به دست آوردن آخرین تساوی به دو نکته توجه کرده-تانسور لوی 𝜖𝑖𝑚𝑟که 

۱ .𝜖𝑖𝑚𝑟𝑘𝑚𝑘𝑟 = 0. 

۲. 𝜖𝑖𝑚𝑟𝜖𝑗𝑛𝑠𝛿𝑟𝑠 = 𝛿𝑖𝑗𝛿𝑚𝑛 − 𝛿𝑖𝑛𝛿𝑚𝑗. 

∇ی این رابطه به روشنی با معادلهدقت کنید که  ⋅ 𝐵⃗ (𝑥 ) = ⋅ 𝑘⃗ارز آن و یا هم 0 𝐵⃗ (𝑘⃗ ) =  سازگار است.  0

ها سایر همبستگی شود.( داده می69( و )67های )های الکتریکی و پتانسیل برداری با رابطهی نهایی: همبستگی میداننتیجه

 صفر است.

 



( است، هر چند که از راه دیگری 27( و )26روابطی )ایم بسیار شبیه به دست آوردهدر این جعبه بههایی که همبستگی

بودیم و در طول زمان یا در های حرکت استفاده کرده( از حل معادله27( و )26. در به دست آوردن روابط )اندبه دست آمده

گیری برهم منطبق گیری هنگردی انجام دادیم و این دو میانگینگرفته بودیم. اما در اینجا میانگین حجمی مشخص میانگین

 های این دو زوج رابطهگیری با هم برابر است. احتمالا به تفاوتگوید که این دو جور میانگینمی ی ارگودیک همین راشد. قضیه

( این کمیت موجود نیست. این 27( و )26روابط ) وجود دارد ولی در 𝑷𝑖𝑗( عنصر 69( و )67اید. مثلا در روابط )هم توجه کرده

ایم های مساله را اعمال کردهقید ،در طی حل کنیم،ها را حساب میها کمیتتفاوت به این دلیل است که وقتی بعد از حل معادله

آورده هستند و قید را بر های عرضیها موجهای معادلهن مورد خاص حلآمثلا در  که و نیازی نیست که به شکل واضح بنویسیم

ید به شکل و با نداها اعمال نشدهگیریم، هنوز قیدیرا در نظر م دستگاههای دلخواه کنند. اما زمانی که اصولا پیکربندیمی

را در این رویکرد به ( 27( و )26در روابط )های کنار تابع دلتای دیراک ها در جواب بیایند. علاوه براین ثابتصریحی این قید

کردیم و به ی همپاری استفاده میها را به دست بیاوریم، باید از قضیهخواستیم در رویکرد قبلی این ثابتایم. اگر میدست آورده

 دیدیم.مشابه آنچه اینجا به دست آوردیم را میدادیم که ضریبی می 𝑘𝐵𝑇ای متناسب با هر مد نوسانی انرژی

گیرد اگر بگوییم در این تان میمان: ارتباط چگالی انرژی و توان تابشی. حتما خندهباید برگردیم سراغ سوال اصلی

بگذارید نه، برای هیچ که نبوده، ولی اول « این همه هیاهو برای هیچ؟!» گویید:شود این سوال را جواب داد و میچارچوب نمی

توانیم به از این راه به دست آوریم )که متاسفانه توانیم به این سوال جواب دهیم. چگالی الکترومغناطیسی را میببینیم چرا نمی

= 𝑆شود!( ولی کمیت میزان تابش چه؟ برای میزان تابش باید بردار پوینتینگ را بررسی کرد، یعنی نهایت میبی
1

𝜇0
𝐸⃗ × 𝐵⃗  .

های الکتریکی و مغناطیسی صفر ایم که همبستگی میدانچیزی هم که نیاز داریم مقدار متوسط این کمیت است. پیشتر دیده

 است، یعنی 

(70) 〈𝐸𝑖(𝑘⃗ )𝐵𝑗(𝑘⃗ )〉 = 0.  

 است.است. البته این نتیجه بدیهی الکترومغناطیسی در حال تعادل گرمایی صفر دستگاهپس میانگین بردار پوینتینگ هم برای هر 

تعادلی بخواهیم  دستگاهماند. پس اگر برای در تعادل نمی دستگاهرفت و چون اگر غیر صفر بود، انرژی از سویی به سوی دیگر می

آید. اما پس چه چیزی را در بخش قبل حساب کرده بودیم. در بخش چنین چیزی را حساب کنیم طبیعی است که صفر در می

های ی دلخواه، موجرود. بعد در یک نقطهدانستیم هر موج از چه سو به چه سو میهای حرکت حل شده بود و میمعادله قبل

ها را به حساب آورده بودیم. این کار را در این رو جدا کرده بودیم و فقط شار یکی از این دستههای راسترو را از موجچپ

شد فهمید را به هم می دستگاهکه از روی تعادلی بودن  های بدیهیتوانیم نتیجهمیتوانیم بکنیم و فقط چارچوب کاری نمی

 دست آوریم.

هایی خورد. اول اینکه انجام چنین محاسبهخورد؟ نگران نباشید، به درد میخب پس این همه محاسبه به چه درد می

 دستگاهی ها مقدار زیادی شهود و اطلاعات دربارهبهکم برای ما دو نویسنده این طور بود. دوم، این محاسبخش است، دستلذت

ی میدان ای است که بشود با مقدمات نظریهکند. سوم، راه سادهالکترومغناطیس در تعادل و اصولا روش مکانیک آماری ایجاد می

ها با این روش این ی الکترودینامیک کوانتمی. اما جدا ازمسیر در آن آشنا شد، به خصوص برای نظریههای انتگرالو روش

 دهد.قدر مهم است و قانون استفان بولتزمن را می، که البته در آغاز کار دیدیم این رابطه چهشود فشار را حساب کردمیکم دست

 شود فشار را حساب کرد، مثلابودیم که با استفاده از تانسور تنش می در بخش قبل گفته



(71) 𝑃 = −
1

2
𝜖0(𝐸𝑥

2 − 𝐸𝑦
2 − 𝐸𝑧

2) −
1

2𝜇0
(𝐵𝑥

2 − 𝐵𝑦
2 − 𝐵𝑧

2).  

 تنها کاری که باید بکنیم این است که از میانگین هنگردی سمت راست را حساب کنیم. چگالی انرژی هم با عبارت 

(72) 𝑢(𝑥) =
1

2
𝜖0‖𝐸⃗ (𝑥 )‖

2 +
1

2𝜇0
‖𝐵⃗ (𝑥 )‖2  

داد که با هم برابرند. اما دوست داریم این شود در فضای فوریه بازنویسی کرد و نشانها را میشود. هر دوی این عبارتداده می

𝐸⃗ (𝑥 )دانیم تساوی را در فضای مکان نشان دهیم. می = ∫
𝑑3𝑘

(2𝜋)3
(𝐸⃗ (𝑘⃗ )𝑒𝑖𝑘⃗ ⋅𝑥 + 𝐸⃗ (𝑘⃗ )

∗
𝑒−𝑖𝑘⃗ ⋅𝑥 ) با در نظر گرفتن .

 آید که(، به دست می67ی )الکتریکی، یعنی رابطههای همبستگی به دست آمده برای میدان

(73) 〈𝐸𝑖(𝑥 )𝐸𝑗(𝑥
′⃗⃗  ⃗)〉 =

2𝑘𝐵𝑇

𝜖0
∫

𝑑3𝑘

(2𝜋)3
𝑃𝑖𝑗(𝑘⃗ )𝑒

𝑖𝑘⃗ ⋅(𝑥 −𝑥′⃗⃗⃗⃗ )
.  

= 𝑥خواهیم، یعنی در ما همبستگی میدان با خودش در همان نقطه را می 𝑥 ′ پس . 

(74) 〈𝐸𝑖(𝑥 )𝐸𝑗(𝑥 )〉 =
2𝑘𝐵𝑇

𝜖0
∫

𝑑3𝑘

(2𝜋)3
𝑷𝑖𝑗(𝑘⃗ ) =

𝑘𝐵𝑇

𝜖0

4

3
𝛿3(0⃗ )𝛿𝑖𝑗.  

 ایم.مختصات قطبی باز کرده ایم: ابتدا انتگرال روی عدد موج را درهای زیر را برداشتهبرای به دست آوردن این رابطه گام

(75) ∫
𝑑3𝑘

(2𝜋)3
𝑷𝑖𝑗(𝑘⃗ ) = (∫

𝑑𝑘

(2𝜋)3
𝑘2)∫𝑑Ω (𝛿𝑖𝑗 − 𝑘̂𝑖𝑘̂𝑗).  

 شوداش میداد که نتیجه توان جدا جدا انجامرا می  𝑘⃗ی فضایی و قسمت شعایی انتگرال روی زاویه

(76) 

∫𝑑Ω(𝛿𝑖𝑗 − 𝑘̂𝑖𝑘̂𝑗) =
8𝜋

3
𝛿𝑖𝑗  

∫
𝑑𝑘

(2𝜋)3
𝑘2 =

1

4𝜋
∫

𝑑3𝑘

(2𝜋)3
=

1

4𝜋
𝛿3(0⃗ ) 

 

میدان مغناطیسی هم به دست  برایتوانید را هم میمشابه همین روابط  کند.ها را درست میو عبارت بالا برای همبستگی میدان

است. این کمیت که کلا تعریف شده نیست و اگر به  𝛿3(0⃗ )ی ای که ممکن است باعث ناراحتی باشد وجود جملهنکته .آورید

ها، این جمله یعنی این که انرژی واگراست و منشا آن را شود. از دید ما فیزیکیمی لا ناراحتحتماا دان نشان دهیم،یک ریاضی

تیجه چگالی انرژی باید انرژی دارند، پس انرژی، و در ن 𝑘𝐵𝑇ی شناسیم. بینهایت مد نوسانی داریم و هر یک به اندازههم می

آوریم. چیزی که از  توانیم جلو برویم و ارتباط چگالی با فشار را درواگرا باشد. اما اگر واگرایی را با همین شکلش بپذیریم، می

 شود این است که عبارت بالا دستگیرمان می

(77) 〈𝐸𝑖(𝑥 )
2〉 =

1

3
〈‖𝐸⃗ (𝑥 )‖

2
〉  

گیری ی بالا میانگین( با توجه به معادله71ی )گردیم به فشار و از رابطهحالا برمی دان مغناطیسی.ی مشابهش برای میو رابطه

 .  کنیمهنگری می



(78) 𝑃 =
1

2
𝜖0

〈‖𝐸⃗ (𝑥 )‖
2
〉

3
+

1

2𝜇0

〈‖𝐵⃗ (𝑥 )‖
2
〉

3
=

𝑢

3
 .  

 بخش است.نتیجه به دست آمده و بسیار لذت
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