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 .میآور را به دست می آن نظیرِ دوران ِ مورب و ماتریس ِ یک محورِ دوران حول ِ در این مقاله مولد ِ: چکیده

 

یادآور  ِ  ۱گذاری، عدد ِ  در این نام. است      گروه ِ دوران در فضای ِ تخت ِ سه بعدی گروه ِ 

   حرف . شود داده می ،  ،سه در سههای ِ  تریسامی ِ  ی ِ این گروه با مجموعه آن است که نمایش ِ پایه

به این معنا ست که دترمینان ِ     و حرف ِ ،       ،ها متعامد هستند نشان ِ آن است که این ماتریس

ها  متعارف ِ ماتریس شود نشان داد که این مجموعه با عمل ِ ضرب ِ گی می به ساده. ها یک است این ماتریس

 . سازد یک گروه می

دانیم که گروه ِ تقارن ِ بنیادی ِ طبیعت ِ ما گروه ِ لورنتس  ی ِ نسبیت ِ خاص ِ اینشتین می از نظریه

ی از تقارن ِ  بنیادی ِ گروه ِ دوران زیرگروهس پ. است از تبدیلات ِ خیز و دورانای  جموعهاین گروه م. است

فیزیکی استفاده  های ِ بندی ِ کمیت گوناگون ِ آن برای طبقه های ِ شود از نمایش میطبیعت است و در نتیجه 

 ِ توانیم هر کمیتی که تحت گاه می ناین گروه بگیریم آ ِ های نمایش  اگر بردار  ِ مکان را معیار  ِ تعریف ِ. کرد

های ِ بردار  ِ  ی ِ زیر تبدیل ِ مؤلفه رابطه. بنامیم «برداری کمیت ِ»تغییر کند را مکان  چون بردار  ِ دوران هم 

 :دهد مکان تحت ِ خیز را می

  
         

 

   

 

که تحت ِ دوران به صورت ِ زیر          داشتیم که سه مؤلفه داشت   پس اگر کمیتی مثل ِ 

 تبدیل شدند، 

                                                 
http://loran.iut.ac.ir
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 دو بردار  ِ مکان تحت ِ چون ضرب ِ داخلی ِ هر کمیتی که همبه چنین  هم. نامیم آن را کمیت ِ برداری می

ِ الکتریکی  مثلاً پتانسیل ِ الکتریکی یک اسکالر  ِ دوران و میدان .گوییم  میاسکالر  ِ دوران دوران ناوردا باشد 

  .یک بردار است

 یِ در این شیوه. خوانند یک میی  ِ  تانسور  ِ رتبهی ِ صفر و  ِ رتبه  گاهی اسکالر و بردار را تانسور

  ی  ِ  تانسور  ِ رتبه های ِ یک  مؤلفه  غییر  ِت  گی  ِ چگونه. عضو دارد   ،    ی ِ ِ رتبه  گذاری یک تانسور نام 

مکان  ردار  ِب   ِ های هایش از ضرب ِ مؤلفه مؤلفهاست که ی     ی ِ ِ رتبه  رفتار  ِ تانسورشبیه ِ تحت ِ دوران 

 به دست آمده باشد، 

                           

 

            

         

ی ِ دو  رتبه تانسور  ِت ِ دوران تحِ لختی، چارقطبی ِ الکتریکی و تانسور  ِ فشار   گشتاوربه عنوان  ِ مثال 

 . هستند

های ِ  های ِ مختلف ِ گروه زمان در نمایش تواند به طور  ِ هم خوب است توجه کنیم که یک کمیت می

ی ِ  مثلاً پتانسیل ِ الکتریکی که اسکالر  ِ دوران است تحت ِ خیز به صورت ِ مؤلفه. گوناگونی قرار داشته باشد

نیمی از کی که تحت ِ دوران یک بردار است، های ِ میدان ِ الکتری یا مؤلفه. کند صفرم ِ یک چاربردار رفتار می

 . سازند تحت ِ خیز را میی ِ دو  های ِ یک تانسور  ِ رتبه مؤلفه

  در مکانیکِ. آیند به کار  ِ توصیف  ِ الکترون و پروتون نمیگروه ِ دوران  های ِ تانسوری ِ نمایش

برخلاف  ِ . ی ِ مختلط دارد دو مؤلفهشود که  اسپینوری داده می  ِ یک الکترون با نمایش موج ِ  کوانتمی تابع ِ

های ِ یک اسپینور را  کند، چنین دورانی مؤلفه درجه تغییر نمی ۱۸۳ ِ شان تحت ِِ دوران های  ِ تانسورها که مؤلفه

ضرب        درجه هر اسپینور در یک  ۱۸۳یعنی تحت ِ دوران  ِ . دهد تغییر می πی ِ فاز  ِ  به اندازه

 . شود می

مفصلی است  فیزیکی بحث ِ  های ِ بندی  ِ کمیت ها در طبقه های ِ گروه  ِ دوران و کاربرد ِ آن شنمای

اصلی این مقاله یافتن ِ ماتریسی است که دوران   موضوع ِ. میپرداز که در این نوشته بیش از این به آن نمی



کوانتمی بررسی شده  مکانیک ِ های ِ این مسأله به ویژه در کتاب. خواه را توصیف کند حولِ یک محور  ِ دل

 . تر  ِ مطلب کمک کند به فهم ِ بهاین مقاله یافت ِ ارائه شده در  رهاست و امیدوارم که 

قائم اندکی منحرف شده  آن نسبت به راستای ِ دری که محور ِ خواهیم دینامیک ِ فرض کنید می

افق  است که در بر سطح ِوضعیتی در،  تعادل ِ دانیم که وضعیت ِ شهودی میِ  به طور . است را بررسی کنیم

گاه است و اگر در را از این  دست ِ  دار پای تعادل ِ دانیم که این وضعیت، حالت ِ طور می همین. عمود باشد

 ِ  دردر طراحی ِ احتمالاًاین روشی است که . گردد خودش بر میجای ِِ  وضعیت خارج کنیم دوباره به سر

 . شود که در خود به خود بسته شود چون باعث میست رفته اچال به کار  یخ

که در به در حالتی گرانشی را  پتانسیل ِ تر است که انرژی ِ حرکت به ی ِ معادله نوشتن ِ برای ِ

 یِ مولفه ی ِ این کار، باید بدانیم که اندازه برای ِ. تعادلش خارج شده بنویسیم از وضعیت ِ θِ ی زاویه ی ِ اندازه

تعادل را با  جرم در حالت ِ مرکز ِِ  اگر بردار . کند تغییر می θبه چه صورتی با در  جرم ِ مرکزِ بردار ِ عمودی  ِ

 ی ِ رابطه با θِ ی جرم در زاویه مرکز ِ ِ گاه بردار  نشان دهیم آن       

( )                     

به دست  برای ِ. مورب است ِ  محور حول ِ ِ ی زاویه ی ِ ماتریس دوران به اندازه      شود که  داده می

 . دیگری را حل کنیم ی ِ دوران ابتدا باید مساله این ماتریس ِ آوردن ِ

   محور   ِ حول   ِ ای زاویه با سرعت ِآن تغییر کند  آن که طول ِ ِ بدون   ِ  بردارفرض کنید 

 دانیم که  می. چرخد می

(2)     

  
           

اثبات ِ  ولی چون روند ِ شود های ِ مکانیک یافت می در کتاباین رابطه  ثبات ِهرچند ا.          که در آن 

 ِ موازی  یِ مؤلفه را بر حسب ِ   ِ  اگر بردار. میکن بازگو میجا  در اینرا  آن کند آن به فهمیدن ِ نتیجه کمک می

 بنویسیم،    بر و عمود    

              

 یعنی . کند تغییر نمی   ِ  محور ِ حولوران د تحت ِ    ِ   وقت معلوم است که بردار آن



(۱)     

  
 
    
  
  

  سوم آن در راستایِ ِ  مختصاتی را در نظر بگیرید که محور ِ گاه دست    ِ تغییرات آهنگ ِ ی ِ محاسبه برای ِ

 را طوری انتخاب کرد که   ِ  شود محور می. قرار دارد      ِ  ی در صفحه   ِ  برداردر نتیجه . باشد   

                         

θکه در آن   متعامدِ ِ مختصات ِ گاه یک دست   ِ راه ثابتی هستند که هم ِ ی یکه ِ بردارهای    و    .    

 در نتیجه . سازند گرد را می راست

(۵)      
  

                                   

 و در نتیجه              است      ِ موازی    چون 

(۴)                    

 . رسیم می( 2) ِ ی گی به معادله به ساده( ۴)تا ( ۱) ِ از نتایج

ωو          از آن جا که   
  

  
 :صورت هم نوشت شود به این را می( 2) ِ ی رابطه 

(۸)     

  
        

خطی در نظر گرفت که  ِ دیفرانسیل ِ معادلات گاه ِ یک دست شود به صورت ِ برداری را می ِ ی این معادله

 . آمده(  ) ِ ی چپ معادله ای است که در سمت ِ      همان           ِ ی اولیه ِ آن با شرط ِ جواب

 مساله کم شود فرض کنید  آن که از کلیت ِ گی و بدون ِ برای ساده

(7)                    

به این ( ۸) ِ ی با این انتخاب، معادله. دهد را نشان می(   )ی قائم  در از راستاِ  محور  انحراف ِ αکه در آن 

 :آید صورت در می

(۶)     

  
       

 که



(9)      
          

      
       

   

 ی ِ با رابطه( ۶) ِ ی معادله حل ِ

( ۳)                   

 شود زیر تعریف می ی ِ یک ماتریس با رابطه ِ به نمای  شود که در آن داده می

(  )          
    

 

  

 

   

  

 شود که  معلوم می(  ) ِ ی با رابطه( ۳ ِ) ی رابطه ی ِ از مقایسه. ماتریس واحد است  که 

            

آسان       ماتریس  ی ِ حاسبهم. نامیم می   محور دوران حول ِ را مولد ِ   گروه،  ِ ی نظریه به زبان ِ

 توجه کنید که . است

( 2)       
               

 است، αِ ی به اندازه  محور  دوران حول ِ ماتریس ِ      که در آن 

       
   
          
         

   

  
 آن است و  ی ِ ترانهاده     

    
    
   
   

   

 از آن جا که 

       
        

 شود که  معلوم می

      
       

        

  بینیم که می(   ) ِ از تعریفبا استفاده 

        
               



این درستی ِ  تحقیق ِ برای ِ. است  محور  حول ِ  ِ ی دوران به اندازه همان ماتریس ِ     در این رابطه 

 موضوع توجه کنید که 

    
   

    
    
   

   

  در نتیجه و 
 پس،.      

        
        

     

 

   

 
   
   
   

   
            

       

 

   

  

  
          
         
   

   

 . نامند می  محور  دوران حول ِ را مولد ِ   به همین دلیل 

 را بنویسید  ِ   محور دوران حول ِ مولد ِ   ِ ماتریس: تمرین . 

قرار دارد و با       ِ ی محوری که در صفحه حول ِ θِ ی بحث این است که دوران به اندازه ی ِ نتیجه

 شود، زیر داده می ی ِ سازد با رابطه می αِ ی زاویه  ِ  محور

( ۱)          
                

 در ،تعادل در وضعیت ِ. حساب کنیم θِ ی زاویه گرانشی را برحسب ِ پتانسیل ِانرژی ِ توانیم  حالا می

و    ِ نواخت به ارتفاع گن و یک هم یک مستطیل ِ اگر در را به صورت ِ. قرار دارد      ِ ی صفحه در

 گاه تصور کنیم آن   ِ  عرض

( ۵)        
     

 
 
 
   

به   ِ  محور قائم باید در را حول ِ در از راستای ِِ محور  انحراف ِ آمده که برای ِبه دست این تساوی از آن جا 

 این دوران عبارت است از  ماتریس ِ. بچرخانیم گرد ساعت و در جهت ِ αِ ی زاویه ِ ی اندازه

         
      

 شود که  معلوم می( ۵ )و ( ۱ ) ،( ) ِ از روابط



( ۴)          
 
         

 
 
 
   

      
               
                

   

این . قشنگی دارد اول تعبیرِ تساوی ِ. دوران به دست آمده است های ِ ماتریس گذاری ِ دوم از جای تساوی ِ

آن  ِ  ارز هم ،خواسته شده(  )ی  که در معادله   ِ مورب ِ  محور حول ِ θِ دوران ی ِ گوید که نتیجه تساوی می

و در جهت ِ   αِ ی را به اندازه آنبچرخانیم و بعد  θِ ی قائم به اندازه ِ  محور است که اول در را حول ِ

 . بچرخانیم  محور  گرد حول ِ ساعت

 پتانسیل عبارت است از انرژی ِشود که  معلوم می( ۴ ) ی ِ از معادله

( ۸)                                     

 . شود آن را ننوشت حرکت ندارد، می ثابت است و نقشی در معادلات ِ        دوم یعنی  ی ِ چون جمله

 را برای( ۸ ) ی ِ رابطه درستی ِ: تمرین ِα αدر قائم است و ی یعنی وقتی که محور      
 

 
 

 . تحقیق کنیدکاملا افقی است در یعنی وقتی که محورِ

. دهد قرار دارد را به دست می    ی ِ محوری که در صفحه جا گفته شد دوران حول  ِ چه که تا این آن

خواه را  دوران حول ِ یک محور  ِ دل و ماتریس ِ کامل ِ شدن بحث باید این قید را کنار بگذاریم برای ِ

 .تعیین کرداولر   ی ِ دو زاویهگی و با کمک ِ  شود به ساده چنین محوری را می موقعیت ِ. تعیین کنیم

 زیر داده شود، ِ ی با رابطه   ِ  ، بردار(7) ِِ ی معادله فرض کنید که به جای ِ: تمرین 

( 7)                                  

 نشان دهید که ( ۶)و ( ۸) ِ معادلات با بازنویسی ِ

( ۶)  
        

 

 
            

      
    

 

 
 

                 
      

     

 و در نتیجه 

( 9)                           
      

     

درستی ِ ی ِ  دامنهولی  یمدبه دست آور ی ِ گروه ِ دوران  پایهبرای ِ نمایش ِ را هرچند این اتحادها 

 . نیست ِ به این نمایش ها محدود آن



در نمایش  ِ ( 9 )کوانتمی ماتریس ِ دوران  ِ  دهم که در مکانیک ِ به عنوان  ِ آخرین مثال نشان می

زمینه را به دست  مغناطیسی ِ ضعیف ِ کنش  ِ حرکت  ِ مداری ِ یک الکترون با میدان ِ مناسب، سهم ِ برهم

با میدان  ِ     ی ِ  ی ِ بارداری به تکانه کنش ِ ذره کلاسیک انرژی ِ پتانسیل ِ برهم در فیزیک ِ. دهد می

 ی ِ با رابطه        مغناطیسی  ِ 

(2۳)             

 لارمور است،  بسامد ِ   که در آن  شود داده می

   
  

  
  

با    ِ مغناطیسی   کنش ِ یک دوقطبی برهم  برای ِ به دست آوردن ِ این رابطه توجه کنید که انرژی ِ پتانسیل ِ

 با     میدان ِ مغناطیسی  ِ 

(2 )           

μهم برابر است با   و جریان ِ   ی ِ جریانی به سطح ِ  دوقطبی  ِ مغناطیسی ِ حلقه. شود داده می     .

υبا بسامد   ای به بار  پس اگر فرض کنیم که ذره  
 

  
گاه با توجه به  گردد آن می  در مداری به شعاع ِ  

 شود که معلوم می       که   این

(22)              
  

  
 

گر ِ  عملدر (  2)کنش ِ  برهمسهم ِ کوانتمی  در مکانیک ِ. آید به دست می( 22)و (  2) از روابط ِ( 2۳)ی ِ  رابطه

 تحول  ِ زمانی عبارت است از

(2۱)  
       

 

 
      

 که در آن 

(2۵)              

   گر  ِ ، عملℓی ِ مداری  ِ کلاسیک ِ  یعنی به جای  ِ تکانه
 

 
ی ِ  تکانه گر  ِ عمل. ایم را گذاشته     

 مثلاً. شود در نمایش ماتریسی هم نوشت را می  ای  زاویه

(2۴)           



 نمایش ِ ماتریسی پس در . است  مولد  ِ دوران حول  ِ محور  ِ    که 

(2۸)                

 و در نتیجه 

(27)                  

ترین راه برای  ِ نشان دادن ِ  آسان. است( ۶ )ی ِ  داده شده در رابطه   همان      دهم که  حالا نشان می

 خواه ِ روی  ِ یک بردار  ِ دلرا      این موضوع شاید این باشد که اثر  ِ ماتریس  ِ 

            

 شود دید که گی می به ساده. حساب کنیم 

        

      
      
      

  

  
  
  
         

به    داده شده همان ماتریس  ِ دوران حول ِ محور  ِ ( 27)ی ِ  گر  ِ تحول ِ زمانی که در رابطه پس عمل

 . است        θی ِ  ی ِ زاویه اندازه

که در نمایش ِ ماتریسی       گر  ِ برداری ِ  ی ِ این مقاله در یک جمله این است که عمل خلاصه 

 . است   شود، مولدِ دوران حول  ِ محور  ِ مورب ِ  داده می      با 

که این نوشته را خواندند و و خانم ِ مریم ِ اشرفی از آقای ِ دکتر کیوان ِ آقابابایی سامانی : قدردانی

 . گزارم مند ارائه کردند سپاس ارزش ِ نهاد پیشچند تر شدن ِ آن  برای به

 

 

 


